
Math-Net.Ru
Общероссийский математический портал

В. А. Гриценко, В. В. Никулин, О классификации лоренцевых алгебр Каца–
Муди, УМН, 2002, том 57, выпуск 5(347), 79–138

Использование Общероссийского математического портала Math-Net.Ru подразумевает, что вы прочитали и

согласны с пользовательским соглашением

http://www.mathnet.ru/rus/agreement

Параметры загрузки:

IP: 192.168.28.100

17 сентября 2015 г., 17:50:17



���� �� �����	
� � 
���	
� �� ��� ���� ������
������ � !�� !�"��#�� $ �#

%&' ()*+,),+-.()*+,)/+/*.())+00-.()*+//-
1 2345567624866 319:;8:<=> 43?:@9 2484ABCD6

EFGF HIJKLMNOP EFEF QJNRSJM

TUVVWUXYZ[U\XV] ^_`U] X\^YZ] a^Y\bc\[de Uaf\_Y gUcUhijkZl m^X^YU] k^anobU VajnZXp fZq\Y_^aZr\VmZW UbUa^f^W maUVVZr\VmZe X\^YZs m^b\rb^W\Ybde q^ajoqY^VXde Z UttZbbde Uaf\_Y gUcUhijkZu v\Y[d\ qYZW\Yd a^Y\bc\[de Uaf\_Y gUocUhijkZ _daZ bUsk\bdw^Yr\YkV^Wu TUVVWUXYZ[UxXV] ^_`Z\Y\yjapXUXdm^b\rb^VoXZ ka] Wb^n\VX[U a^Y\bc\[de Uaf\_Y gUcUhijkZ YUbfU> z Z qY^_a\WU Ze maUVVZotZmUcZZu {mUr\VX[\qYZW\YUkU\XV]maUVVZtZmUcZ] a^Y\bc\[deUaf\_YgUcUhijkZYUbfU XYZ V fZq\Y_^aZr\Vm^s Y\|\Xm^s m^Yb\s }∗~ l Y\|\Xm^s VZWW\XYZZ �∗~ Z fYjqoq^s VZWW\XYZZ b�.��~�l � ∈ Nl fk\

� � “ �
−
)

−
) � ” � }~ � �⊕〈��〉 �

„ � �
−
)� *~ �

−
) � �

« � �~ � �⊕}~ �
0
B@

� � � �
−
)� � �

−
) �� � *~ � ��

−
) � � �

−
) � � � �

1
CA

Z b�.��~� � {� ∈ �.��~� | � XYZ[ZUa\b bU �∗~ ��~} h YUV|ZY\bbU] qUYUW^kja]YbU]fYjqqUu {\Y^]Xb^l �X^ q\Y[ds qYZW\Y maUVVZtZmUcZZ _^ap|^f^ maUVVU a^Y\bc\[deUaf\_Y gUcUhijkZuwZ_aZ^fYUtZ]� �z bUy[UbZ]u
����T�����

�� �������� ��
§  � ¡�¢£�¤ ¥¢£��¦��§¨ ©¥ª�«£ ¬©¦©­® �̄� � ¢«°�� £�±¯¥²³©³§ � ª�´¢µ³�±§ ¶¢��·�¢¸³� �¹ºuºu �\m^X^Yd\ ^_`Z\ Y\yjapXUXd q^ Uaf\_YUW gUcUhijkZ �¹ºu�u g^b\rbds Z UttZbbds VajrUZ �»ºuzu ¼^Y\bc\[ VajrUsu vYZW\Y w^Yr\YkVU �»ºu¹u ½\^YZ] a^Y\bc\[de Uaf\_Y gUcUhijkZ �¾ºu¿u T\yjapXUXd m^b\rb^VXZ ka] fZq\Y_^aZr\VmZe VZVX\W m^Yb\s �kUbbde�º�h�z�� a^Y\bc\[de Uaf\_Y gUcUhijkZ ¾zºu»u ÀZq^X\yd Z Y\yjapXUXd m^b\rb^VXZ ka] kUbbde �¹�l �¿� a^Y\bc\[de Uaf\_YgUcUhijkZ º��ºu�u vYZW\Y maUVVZtZmUcZZ a^Y\bc\[de Uaf\_Y gUcUhijkZ YUbfU z º�z
§ Á� ¬¥©¸¸�Â�¶©¦�¤ ¥¢£��¦��§¨ ©¥ª�«£ ¬©¦©­® �̄� ¸ ª�´�£«¢¥�·�¸¶¢Ã£�Ä�³¶¢Ã ¶¢£��Ã }∗~ Å £�Ä�³¶¢Ã ¸�ÆÆ�³£�� �∗~ � ª£¯´´¢Ã ¸�ÆÆ�³µ£�� b�.��~� º�¿

Ç© ÈÉÊÉ ËÌÍÎÏÐÑÒÓ ÈÉÈÉ ÔÍÑÕÖÍÐ ×ØØ×



�� �+�+ ������'�	 �+�+ ��'%
��

�uºu �^YWjaZY^[mU Y\yjapXUXU maUVVZtZmUcZZ a^Y\bc\[de Uaf\_Y gUcUhijkZ º�¿
�u�u {UYZUbX U[X^W^Ytbde qY^Zy[\k\bZs w^Yr\YkVU ka] t^YW�m^_Z º��
�uzu �^mUyUX\apVX[^ ^Vb^[b^s X\^Y\Wd �u�uz Z Y\ta\mXZ[bd\ fZq\Y_^aZr\VomZ\ Y\|\XmZ º�¾
�u¹u�^mUyUX\apVX[^ X\^Y\Wd �uºuºZ Y\ta\mXZ[bd\ fZq\Y_^aZr\VmZ\ Y\|\XmZV [\mX^Y^W {\sa] ººº
�u¿u T\ta\mXZ[bd\ t^YWd�m^_Z Zy 
�~ ka] � � º� �� z� ¹� �� ¾� º�� º»� z» ºº�
�u»u �qZV^m Uaf\_Y X\^Y\Wd �uºuº ºº�

§�� �£�¥¢������®¢�¯¥¤£�§� Â¢£Æ§�¶¢«� ¸ ¦�¥§Æ� ¶¢�ÂÂ�¦���³©Æ��¯£²� ºzº�´�¸¢¶ ¥�³�£©³¯£§ ºz¿

�� ��������
� !!"#$ %&' ()*)+) ,-&!#"./( , )0!.1 &'2./( %3$  '"! '",4, , 5,-,4, ",6' '37

8!9* :,; <!*&/= > 43'## 4).!0.) !*./( 6)3?6*)#"/( @,3, 6*)#") 4).!0./(A '38!9*
:,; B")*)= > 43'## '55,../( '38!9*C'D'>E?%,; F9' G", 43'##'6*,.'%3!2'"43'#7
#? '38!9* C'D'>E?%,; H ; IJKL 6) 6)&)%? ,( "!)*,,;
<)#3! 5?.%' !."'31./( *!-?31"'")& M)*0!*%#' INL> IKL  /O &!*)$".)O -.'! #!=7

0'# 6*'&,31.)! )6*!%!3!.,! #3!%?PQ!8) ",6' '38!9* :,O 4)")*/= %)32!. #3?2,"1
8,6!*9)3,0!#4, '.'3)8) 4).!0./( @,3, G33,6",0!#4)8) ",6'A, '55,../( @,3, 6'7
*'9)3,0!#4)8) ",6'A '38!9*:,; R%!#1  /.'-/&'! G")" ",6 '38!9*:, STUVWXVYZ[\
]S^V_U][\ `]X]abcd\O.) 4")e")  )2!" 6*!%6)0!#"1 .'-/&'"1 ,( ^\fVU_TS\gVhi\[\
j\f] kTUgVUdh]; l38!9*/ G")8) ",6' )0!.1 &'2./ & *!+!.,, M)*0!*%#) ImL -.'7
 !.,")= n83?6)=o 8,6)"!-/ @pqqrsturv wqrxvyz{|vA C).&!$ , })*").' IN~L ) #&)=#"&!
 )%?3$*.)#", 6*!%#"'&3!.,= #6)*'%,0!#4)= 6*)#")= 4).!0.)= 8*?66/O .'-/&'! )=
E).#"*) ;
F#.)&./! 0!*"/ "!)*,, 3)*!.D!&/( '38!9* C'D'>E?%,

g
-'43P0'P"#$ & #3!%?P7

Q! @# ; %!"'3, G")8) )6*!%!3!.,$ & 6; �;JA;
�A :)*!.D!&� '38!9*' C'D'>E?%,

g
8*'%?,*)&'.'O

g � ⊕
�∈�

g� � g
� ⊕

( ⊕
�∈��

g�
)
⊕
( ⊕
�∈��

g−�
)
�

^\fVU_TS\gVhiT� UV�VjiT� iTUWV� �O $&3$PQ!=#$ #&)9)%./ Ze )%?3! 4).!0.)78) *'.8'O #.'92!../ D!3)0,#3!..)= #,  !"*,0!#4)= 9,3,.!=.)= 5)* )=O 4)")*'$
.!&/*)2%!.' , , !!" & ")0.)#", )%,. )"*,D'"!31./= 4&'%*'"; �3$ 4).!0./( , '57
5,../( '38!9* C'D'>E?%, *!+!"4' 4)*.!= � 6)3)2,"!31.) )6*!%!3!.' , 6)3?6)3)7
2,"!31.) )6*!%!3!.' #))"&!"#"&!..);
NA �Ucff] �V�S� � ⊂ �@�A $&3$!"#$ 8*?66)= )"*'2!.,= & 8,6!*9)3,0!#4) 6*)7#"*'.#"&! @,3, 6*)#"*'.#"&! :)9'0!&#4)8)A � @�AO #&$-'..) # �; �3$ 4).!0./( ,

'55,../( '38!9* C'D'>E?%, 8*?66' B!=3$ $&3$!"#$ #))"&!"#"&!..) 4).!0.)= 8*?67
6)= )"*'2!.,= , %,#4*!".)= 8*?66)= )"*'2!.,= !&43,%)&' 6*)#"*'.#"&';
TU_^XU [dq^ab\bU qYZ q^kk\Ynm\ T^VVZsVm^f^ t^bkU tjbkUW\bXUapbde ZVVa\k^[UbZs �fYUbX� ����º���º���u



� '
������'���� 
��������� �
���� '�����%&� �º
�A B!Q!#"&!..'$ 0'#"1 #,#"! / 4)*.!= '38!9*/

g
O $&3$PQ'$#$ .!4)")*/ 6)% .)7

2!#"&) 4)*.!= *!+!"4, 4)*.!= �O$&3$!"#$ 8,6!*9)3,0!#4, '.'3)8) 4).!0.)= ,3,
'55,..)= #,#"! / 4)*.!=; C'4 4).!0./! , '55,../! #,#"! / 4)*.!=O ).' )6*!%!3$7
!"#$ 5?.%' !."'31.)= 4' !*)= � 8*?66/ � ,  .)2!#"&) 	 @�A 4)*.!= *!+!"4, �O
4)")*/! )*")8).'31./ 8*'.$ � #"'*+!= *'- !*.)#", @ .)2!#"&) 	 @�A $&3$!"#$
 .)2!#"&) fUThjZ
 YV�VhjYVWWZ
 iTUWV� '38!9*/

g
A;

JA �T
dVhjYT dS� �W][VW]jVS� ]S^V_UZ
g
@�; B!=3$O C'D' , M)*0!*%#'A $&7

3$!"#$ '&") )*5.)= 5)* )= �O #)83'#)&'..)= # 8*?66)= B!=3$ � O .' #&$-'..)= # �
G* ,")&)= #,  !"*,0!#4)= )93'#", ",6' �� @& 43'##,5,4'D,,�;C'*"'.'A; �") ")27
%!#"&) , !!" &,%

� � v�� @−N��@���AA ∏
�∈��

(�− v��@−N��@���AA)������ 

� ∑
!∈"

#@$A
(v�� @−N��@$@�A��AA− ∑

%∈&∩R��'

(@)A v��@−N��@$@� * )A��AA
)

+@~;�A

M!#4).!0.)!6*),-&!%!.,!& G") ")2%!#"&! $&3$!"#$ *'-3)2!.,! '&") )*5.)= 5)*7
 / � & 9!#4).!0.)! 6*),-&!%!.,!O 8%! 4*'".)#", ,{-z@�A %'P" *'- !*.)#", 4)*.!7
&/( 6*)#"*'.#"&

g� '38!9*/ g
; M!#4).!0.'$ #?  ' & G") ")2%!#"&! $&3$!"#$ *'-7

3)2!.,! .?*1! '&") )*5.)= 5)* / �O 4)")*)! )6*!%!3$!" '38!9*?
g
)9*'-?PQ, ,

, )6*!%!3$PQ, , #))".)+!.,$ ,O '.'3)8,0./ , .'=%!../ C,33,.8) OC'*"'.) O
/!&'33! , H!**) ; �3! !." � ∈ � ⊗ Q $&3$!"#$ YVijTUT[ �V�S�O )6*!%!3$! / 
*'&!.#"&) 

@���A �−�*0N %3$ 3P9)8) � ∈ 	 @�A+ @~;NA
�3$ 4).!0./( , '55,../( '38!9* C'D'>E?%, ")2%!#"&) %3$ -.' !.'"!3$ %'!" #))"7
&!"#"&!..) 6)3,.) ,  )%?3$*.?P 5)* ? 14)9,; E/ ()", #)(*'.,"1 G") #&)=#"&)
 )%?3$*.)#", , %3$ 3)*!.D!&/( '38!9* C'D'>E?%,;
mAl&") )*5.'$ 5)* '�%)32.' 9/"1 UV2SVij\YWT�O";!; !! %,&,-)* %)32!. 9/"1

)93!%,.!.,! *'D,).'31./( 4&'%*'",0./( %,&,-)*)&O )*")8).'31./( 4)*.$ ; �")
?#3)&,!  )2.) *'## '"*,&'"1 4'4 83)9'3,-'D,P .' &#P G* ,")&? #,  !"*,0!#4?P
)93'#"1  .)2!#"&' .?3!= *'-3)2!.,$ � & 9!#4).!0.)! 6*),-&!%!.,! & )4*!#".)#",
4'#6'O 8%! %'..)! 9!#4).!0.)! 6*),-&!%!.,! #()%,"#$; �") #&)=#"&) *!53!4",&.)#",
, !!"  !#") &) &#!( ,-&!#"./( ,."!*!#./( #3?0'$( ,O 6)e&,%, ) ?O &/%!3$!" .',9)7
3!! ,."!*!#./! '38!9*/ :,; C*) ! ")8)O G") %)6)3.,"!31.)! ?#3)&,! )0!.1 &'2.)
%3$ 43'##,5,4'D,,;
B 8,6!*9)3,0!#4) #3?0'! .!&)- )2.) ?%)&3!"&)*,"1 ?#3)&,$ �A>JA & 43'##!

)9/0./( '38!9* C'D'>E?%,; .?.%' !."'31.)! )"4*/",! M)*0!*%#' -'43P0'!"#$ &
") O 0") ?#3)&,$ �A>mA  )2.) ?%)&3!"&)*,"1 6)#3! 6)%()%$Q!8) )9)9Q!.,$ '38!9*
C'D'>E?%, .' "'4 .'-/&'! /! T_T_�VWWZV ]S^V_UZ `]X]abcd\; F. 6)#"*),3
 .)8) 6*, !*)& )9)9Q!../( '38!9* C'D'>E?%,O ?%)&3!"&)*$PQ,( ?#3)&,$ �A>mA;
H ; INL> IKL; B 6; �;�  / 6*,&)%, #' /=  .)8) !*./= , ,."!*!#./= 6*, !*
M)*0!*%#'; E/ #3!%?! M)*0!*%#?4 3)*!.D!&/ '38!9*/ C'D'>E?%,O 4)")*/!  /
*'## '"*,&'! O 9?%?" T_T_�VWWZ[\ ]S^V_U][\ \S\ hcfVU]S^V_U][\ `]X]abcd\O
?%)&3!"&)*$PQ, , ?#3)&,$ �A>mA; H ; %!"'3, G")8) )6*!%!3!.,$ & 6; �;J;



�� �+�+ ������'�	 �+�+ ��'%
��
:)*!.D!&/ '38!9*/ C'D'>E?%,O ,#6)31-)&'../! M)*0!*%#) %3$ *!+!.,$ n83?7

6)=o 8,6)"!-/ @pqqrsturv wqrxvyz{|vAO 8*'%?,*)&'./ ?., )%?3$*.)= 8,6!*9)3,0!#7
4)= 63)#4)#"1P @*'.8' %&'A� �

( ~ −�
−� ~

)O, ,( ")2%!#"&) %3$ -.' !.'"!3$ $&3$!"7
#$ '&") )*5.)= 5)* )= �� @�)A−�� @�*AO�)��* ∈ H O.'6*),-&!%!.,,H×H %&?(&!*(.,(
6)3?63)#4)#"!=H O 8%! � > 43'## #)6*$2!..)#", E).#"*', �� @� A > 6)%()%$Q'$ .)* '7
3,-)&'..'$ 83'&.'$  )%?3$*.'$ 5?.4D,$ @��{�z,q�{-A; � !!"#$  .)8) #"'"!= , )97
-)*)&O 6)#&$Q!../( *!+!.,P M)*0!*%#) ImL n83?6)=o 8,6)"!-/; }'6*, !*O # ; I�LO
I�~LO INKLO IK~L; B %'..)= #"'"1!  / .! 4'#'! #$ G")= "! /; E/ "'42! .! *'## '"*,&'7
! #&$-1 3)*!.D!&/( '38!9* C'D'>E?%, # &!*"!4#./ , '38!9*' , @�v|zv� �-	v
|�sAO
4)")*'$ )0!.1 &'2.' & *!+!.,, n83?6)=o 8,6)"!-/; H ;O .'6*, !*O INL> I�LO I��LO INmLO
INKLO IN�LO IJ�L 6) G") ? 6)&)%?;
B.'#")$Q!= #"'"1! *'## '"*,&'!"#$ 6*)93! '43'##,5,4'D,, 3)*!.D!&/( '38!9*

C'D'>E?%, *'.8' |
�
>

�; F%.) ,- 83'&./( #&)=#"& 4).!0./( , '55,../( '38!9*
C'D'>E?%, -'43P0'!"#$ & ") O 0") )., 43'##,5,D,*)&'./ @C,33,.8) A; C).!0./!
'38!9*/ C'D'>E?%, 43'##,5,D,*?P"#$ %,'8*'  ' , �/.4,.'O '55,../! '38!9*/
C'D'>E?%, 43'##,5,D,*?P"#$ *'#+,*!../ , %,'8*'  ' , �/.4,.'; B G")= *'7
9)"! *'## '"*,&'!"#$ '.'3)8,0.)! #&)=#"&) 3)*!.D!&/( '38!9* C'D'>E?%, *'.8'
|
�

>
�; E/ *'## '"*,&'! *!-?31"'"/ , 8,6)"!-/O 4)")*/! 6)4'-/&'P"O 0") 0,#7

3) 3)*!.D!&/( '38!9* C'D'>E?%, *'.8'
>

� & #?Q!#"&!..) 4).!0.); �'4, )9*'7
-) O 3)*!.D!&/ '38!9*/ C'D'>E?%, *'.8'

>
� &#! ,#43P0,"!31./ @6)%)9.) ,#43P7

0,"!31./ '38!9*' :, ",6'E� O� � �� K��OF- OG*A ,  )8?" 9/"1 & 6*,.D,6! 43'##,75,D,*)&'./; F" !", O 0") %3$ *'.8)& )%,. , %&' '.'3)8,0./! 6*)93! / 43'##,5,7
4'D,, 8)*'-%) 6*)Q!O.)  / )2,%'! O0") 0,#3) '38!9* & G") #3?0'! & #?Q!#"&!..) 
9!#4).!0.);
B§ �*'## '"*,&'P"#$ )9Q,! )6*!%!3!.,$, "!)*,$ 3)*!.D!&/( '38!9*C'D'>E?%,@66; �;�>�;JAO ' "'42! )9Q,! *!-?31"'"/ , 8,6)"!-/ 4).!0.)#", %3$ 3)*!.D!&/( '37

8!9* C'D'>E?%, *'.8'
>

� @66; �;m>�;KA; F#.)&.)= *!-?31"'" -%!#1 -'43P0'!"#$ &
") O 0") 0,#3) %'../( �A>�A & %'../( �A>JA 4).!0.) @,3, & #?Q!#"&!..) 4).!0.)A
%3$ *'.8' |
�

>
�; E/ "'42! 6*,&)%, .!4)")*/! *!-?31"'"/ 43'##,5,4'D,, %3$

*'.8' "*,; B#! G", *!-?31"'"/ "!#.) #&$-'./ #) #"'*/ , *!-?31"'"' , &")*)8) '&7
")*' , �;M; B,.9!*8' ) 4).!0.)#",  .)2!#"&' '*,5 !",0!#4,( 8*?66 )"*'2!.,= &
8,6!*9)3,0!#4,( 6*)#"*'.#"&'(; H ; Im�L> I��LO IK�L> IK�L;

F#.)&.)! #&)=#"&) %'../( �A>�A & %'../( �A>JAO 4)")*)! 6)-&)3$!" 6)3?0,"1 G",
*!-?31"'"/O -'43P0'!"#$ & ") O 0") 5?.%' !."'31.'$ 4' !*' � 8*?66/ B!=3$ �
, !!" 4).!0./= ,3, 6)0", 4).!0./= )93! ; � !..) -%!#1 ,#6)31-?!"#$ ")O 0") ")27
%!#"&) %3$ -.' !.'"!3$ & JA %'!" '&") )*5.?P 5)* ?; M)3!! ")0.)O6?#"1 ��,@�A⊂
�.@�A > 8*?66' #,  !"*,, 4' !*/� ; �)8%' #))"&!"#"&?PQ!! 6)3?6*$ )! 6*),-&!7
%!.,!�o��,@�A, !!" 4).!0./= ,.%!4#& �.@�A, #?Q!#"&?!" .!.?3!&)= � ∈ �⊗Q@.'-/&'! /= T_T_�VWWZ[ YVijTUT[ �V�S�A "'4)=O 0") !8) )*9,"' ��,@�A@�A 4)7
.!0.'; �,6!*9)3,0!#4,! *!+!"4, �O , !PQ,! 6)%8*?66? )"*'2!.,= � ⊂ �@�A #"'4, #&)=#"&) O .'-/&'P"#$ UV2SVij\YWZ[\; �'4 4'4 8*?66' �.@�A '*,5 !",07.' , , !!" 5?.%' !."'31.?P )93'#"1 4).!0.)8) )93! 'O )"#P%' #3!%?!"O 0") 4' !*'
� , !!" 4).!0./= )93! O !#3, �* � ~ @�SS\fj\gVhi\� j\fA�� 4).!0.' , 4).!0.)7
8) )93! ' & 3P9) ?83! # &!*+,.)= & 9!#4).!0.)#", R..�O !#3, �* � ~ @f]U]_TS\�
gVhi\� j\fA� � 4).!0.' , 4).!0.)8) )93! ' & 3P9) )*")8).'31.) D,3,.%*! .'%



� '
������'���� 
��������� �
���� '�����%&� �z
4) 6'4"./ 6)% .)2!#"&) 8,6!*63)#4)#",O )*")8).'31.)= �O !#3, �* � ~ @^\fVU_T�
S\gVhi\� j\fA; �#6)31-?$ G") #&)=#"&) 5?.%' !."'31.)= 4' !*/ � O  )2.) %)4'7
-'"1O0") 0,#3) *!53!4",&./( 8,6!*9)3,0!#4,( *!+!")4 � 4).!0.) %3$ |
�

>
�; H ;

ImKL> I��LO I��LO I�JLO I��LO I��LO IK�L> IK�L; H?Q!#"&)&'.,! &!4")*' B!=3$ �O ?%)&3!"&)7
*$PQ!8) @~;NAO %)6)3.,"!31.) 6)-&)3$!" %)4'-'"1 4).!0.)#"1 ,3, 6)0", 4).!0.)#"1
@";!; 4).!0.)#"1 # ")0.)#"1P %) )0!.1 6*)#")8) )".)+!.,$ G4&,&'3!.".)#",A %'../(
�A>�A & %'../( �A>JA;
B 6; �;� *'## '"*,&'P"#$ 8,6)"!-/ , *!-?31"'"/ 4).!0.)#", %3$ %'../( JA , mA;

}!4)")*/! .'93P%!.,$ ,- I�mL , IJ~L %'P" .'%!2%?O 0") 0,#3) G",( %'../( "'42!
4).!0.) %3$ |
�

>
�; B!*)$".)O )9Q,! *!-?31"'"/ M)*0!*%#' IKLO I�L , M*?,.1!*'

I�JL> I��L ) 9!#4).!0./( '&") )*5./( 6*),-&!%!.,$( , ,( %,&,-)*'( "'42! #&$-'./ #
G", ; E/ .! )9#?2%'! G", *!-?31"'"/ M)*0!*%#' , M*?,.1!*' & .'#")$Q!= #"'"1!;
B § N *'## '"*,&'!"#$ 4).4*!"./= 6*, !* 43'##,5,4'D,, 3)*!.D!&/( '38!9* C'7D'>E?%, *'.8' "*,O 8%! ,#6)31-?P"#$ )9Q,! ,%!, , *!-?31"'"/ § �; E/ %'! 43'##,75,4'D,P 3)*!.D!&/( '38!9* C'D'>E?%, # *!+!"4)= 4)*.!= �∗~ O 8%!

�~ �� ⊕ 〈N�〉 �



~ ~ −�~ N� ~
−� ~ ~


 �

*!+!"4)= #,  !"*,, �∗~ O 8%!

�~ � � ⊕ �~ �




~ ~ ~ ~ −�~ ~ ~ −� ~
~ ~ N� ~ ~
~ −� ~ ~ ~
−� ~ ~ ~ ~



�

, 8*?66)= #,  !"*,, @'&") )*5.)= 5)* / �A

�̂.@�~A � {� ∈ �.@�~A | � "*,&,'31.' .' �∗~ 0�~} +

R%!#1 � ∈ N O ⊕ )9)-.'0'!" )*")8).'31.?P #?  ? *!+!")4 , ∗ )9)-.'0'!" %&)=#"7
&!..?P *!+!"4?; E/ %)4'-/&'! @"!)*! ' N;�;�AO 0") #?Q!#"&?!" & ")0.)#", �� 3)7
*!.D!&/( '38!9* C'D'>E?%,

g
@,3, %'../( �A>mAA # *!+!"4)= 4)*.!= �∗~ O *!+!"4)=

#,  !"*,, �∗~ , 8*?66)= #,  !"*,, �̂.@�~A; B!*)$".)O G") 6!*&/= *!-?31"'"O 4)8%'43'##,5,D,*?!"#$ 9)31+)= 43'## 3)*!.D!&/( '38!9* C'D'>E?%,; }' #' ) %!3!  /
%)4'-/&'! 8)*'-%) 9)3!! )9Q,= 43'##,5,4'D,)../= *!-?31"'" ) *!53!4",&./( '&7
") )*5./( 5)* '( # *!+!"4)= 4)*.!= �∗~ O *!+!"4)= #,  !"*,, �∗~ O 8*?66)= #,  !"7
*,, �̂.@�~A , # 9!#4).!0./ 6*),-&!%!.,! O 6)%)9./ @~;�A @"!)*! / N;N;� , N;J;�A;
�")" *!-?31"'" %'!" ,.5)* 'D,P ) 3)*!.D!&/( '38!9*'( C'D'>E?%, # *!+!"4' ,
#,  !"*,, �O 4)")*/! $&3$P"#$ G4&,&'*,'."./ , 6)%*!+!"4' , � ⊂ �~ ")8) 2!
*'.8' |
� � |
�~ � m; R%!#1 6)%*!+!"4' � ⊂ �~ .'-/&'!"#$ G4&,&'*,'.".)=O !#3,
�@�A ⊂ �@�~A; C*) ! ")8)O  )2.) )2,%'"1O 0") #))"&!"#"&?PQ,! ")2%!#"&' _VhiT�WVgWTV fUT\�YVdVW\V � _VhiTWVgW]� hc[[] @'.'3)8,0./! @~;�AA %3$ G",( *!53!47
",&./( '&") )*5./( 5)*  )8?" 9/"1 #&$-'./ # ,."!*!#./ , '38!9*' ,O '.'3)8,07
./ , )9)9Q!../ '38!9*' , #?6!*'38!9*' C'D'>E?%,;



�¹ �+�+ ������'�	 �+�+ ��'%
��
B %'..)= #"'"1! %'!"#$ .'9*)#)4 , &#! ,%!, %)4'-'"!31#"&' 43'##,5,4'D,)..)=

"!)*! / N;�;�; �!"'3, G")8) %)4'-'"!31#"&' , &/0,#3!.,=  / .'%!! #$ 6*!%#"'&,"1
& #))"&!"#"&?PQ!= 9)3!! %3,..)= #"'"1!;
B#! N� 3)*!.D!&/( '38!9* C'D'>E?%, "!)*! / N;�;� 9/3, 6)#"*)!./ & IJ�L; �3$

6)#"*)!.,$ G",( '38!9* "*!9?!"#$ 6)#"*),"1 #))"&!"#"&?PQ,! N� '&") )*5./( 5)* 
@~;�A; F., 9/3, 6)#"*)!./ & IJ�L & !#"! # ,( *'-3)2!.,$ , & 9!#4).!0.)! 6*),-&!%!7
.,! , #?  ?; B#! N� '&") )*5./( 5)* "!)*! / N;�;� #"*)$"#$O ,#6)31-?$ .!4)")7
*/= &'*,'." %3$ '&") )*5./( 5)* 14)9, G4#6).!.D,'31.)8) 6)%3! ' M)*0!*%#';
H ; IJ�L )9 G") &'*,'."!; �"' 4).#"*?4D,$ "*!9?!" ").4,( &/0,#3!.,= # 6)%()%$7
Q, ,  )%?3$*./ , 5)* ' , 14)9, )" %&?( 6!*! !../( # D!3/ , 4)G55,D,!."' ,;
�#6)31-?!"#$ 43'##,5,4'D,$ G",( 5)* O 6)3?0!..'$ & I��LO I�JL; }!4)")*/! ,- G",(
*!-?31"'")& 6*!%#"'&3!./ & §�4 <*,3)2!.,!;
�3$ %)4'-'"!31#"&' 6)3.)"/ #6,#4' ,- G",( N� '&") )*5./( 5)* .'()%$"#$ @"!7

)*! ' N;�;NA &#! *!53!4",&./! 8,6!*9)3,0!#4,! *!+!"4, �~ *'.8' "*,; B 0'#".)#",O
%3$ .,( �

6
�~m; �3$ *!53!4",&./(*!+!")4 �~.'()%$"#$ &#!&)- )2./!%'../! �A>�A

, 6*!%#4'-/&'!"#$ %,&,-)* &)- )2.)= *!53!4",&.)= '&") )*5.)= 5)* / �; F%.',-
N� '&") )*5./( 5)* "!)*! / N;�;� )4'-/&'!"#$ , !PQ!= ")" 2! #' /= %,&,-)* ,
#)&6'%'!" # � & #,3? 6*,.D,6' C�(!*';
B )9Q! #3?0'! & I��L 43'##,5,D,*)&'./ &#! *!53!4",&./! 8,6!*9)3,0!#4,! *!7

+!"4, *'.8' "*, 4 , !!"#$ �NN83'&./( G33,6",0!#4,( , �� 83'&./( 8,6!*9)3,0!#4,(
",6)& @.!" 83'&./( 6'*'9)3,0!#4,( ",6)&A; �", *!-?31"'"/ , *'-? .)! 0,#3) #3?7
0'!& "*, %'P" .'%!2%?O 0") & 9?%?Q! 9?%?" 43'##,5,D,*)&'./ &#! 3)*!.D!&/ '37
8!9*/ C'D'>E?%, *'.8' "*,; �!-?31"'"/ 4).!0.)#", %3$ |
�

>
� %'P" .'%!2%?O

0") ") 2! #' )!  )2!" 9/"1 #%!3'.) %3$ &#!( *'.8)& |
�
>

�; F2,%'!"#$O 0") 0,#3)
#3?0'!& ? !.1+'!"#$ 6*, &)-*'#"'.,, *'.8'4 %3$ 9)31+)8) |
� '38!9* .!"; <*, !*
M)*0!*%#'O6*!%#"'&3!../= & 6; �;�O > #' /= &/#)4) !*./= ,-&!#"./= 6*, !* 3)*!.7
D!&/( '38!9* C'D'>E?%,; �3$ G")8) 6*, !*' |
� � N�;
B G")= #"'"1!  / .! 4'#'! #$ &)- )2./( 5,-,0!#4,( 6*,3)2!.,= 3)*!.D!&/( '37

8!9* C'D'>E?%,; }!4)")*/! ,- .,(  )2.) .'=", & 5,-,0!#4,( #"'"1$( I�KLO I��LO
IN�L> IN�LO IN�LO I��LO IJNLO IJmLO Im�L> Im�LO Im�L;
�'..'$ *'9)"' &/6)3.!.' & "!0!.,! .'+!8) 6*!9/&'.,$ & ?.,&!*#,"!"'( :,33$ ,

:,&!*6?3$OE'"! '",0!#4) ,.#","?"! , ; B;l; H"!43)&' & E)#4&! , H'.4"e<!"!*7
9?*8!O E'"! '",0!#4) ,.#","?"! E'4#' <3'.4' & M)..! , E'"! '",0!#4) ,.#",7
"?"! }1P").' & C! 9*,%2!; E/ 93'8)%'*./ %'../ ,.#","?"' -' 8)#"!6*,, #"&);

§ �� ������ ��������	
 ����
� ���������
� �
��� ���������	 � �������	 ����������

E/.'0.! #&'*,'."' "!)*,, 3)*!.D!&/( '38!9*C'D'>E?%,O4)")*?P )2.) *'#7
# '"*,&'"1 4'4 8,6!*9)3,0!#4,= '.'3)8 43'##,0!#4,( "!)*,= 4).!0./( , '55,../(
'38!9* C'D'>E?%,; R%!#1  / #3!%?! M)*0!*%#? , I��LO IJ~LO IJ�LO I�JLO I�KL;
���� �������	� �
��� ���������	 �� ����
��� ���������� B#! )6*!%!7

3!.,$ , %!"'3, G")8) 6?.4"'  )2.) .'=", & 43'##,0!#4)= 4.,8! C'D' IJKL;
�_T_�VWW]� []jU\X] `]Uj]W] � > G") 4&'%*'".'$ D!3)0,#3!..'$  '"*,D' 4)7

.!0.)8) *'.8'O , !PQ'$ .' %,'8).'3, ")314) N , &.! %,'8).'3, ")314) .!6)3)2,7
"!31./! D!3/! 0,#3'; E/ 9?%! *'## '"*,&'"1 ")314) h\[[VjU\�cV[ZV )9)9Q!.7



� '
������'���� 
��������� �
���� '�����%&� �¿
./!  '"*,D/ C'*"'.' �; �") -.'0,"O 0") #?Q!#"&?!" "'4'$ %,'8).'31.'$  '"*,7
D' � # 6)3)2,"!31./ , *'D,).'31./ , %,'8).'31./ , 4)G55,D,!."' ,O 0")  '"7
*,D' � � �� D!3)0,#3!..' , #,  !"*,0.'; �)8%' � .'-/&'!"#$ h\[[VjU\�]X\V�
 '"*,D/ �; <) )6*!%!3!.,P su	r@�A � su	r@�A; E/ 9?%! 6*!%6)3'8'"1O 0")  '"7
*,D' � WVU]�ST
\[]O ";!; .! #?Q!#"&?!" "'4)8) *'-9,!.,$ � � �) ∪ �*  .)2!#"&' �
,.%!4#)&  '"*,D/ �O 0") )�� � ~O !#3, � ∈ �) , � ∈ �* ;
C'2%'$ )9)9Q!..'$  '"*,D' C'*"'.'� )6*!%!3$!" '38!9*? :, C'D'>E?%,

g
@�A

.'%C ; �S^V_U] `]X]abcd\ g
@�A -'%'!"#$  .)2!#"&' , )9*'-?PQ,( , ,( )6*!%!3$7

PQ,( #))".)+!.,=O 6*!%6,#/&'! / , )9)9Q!..)=  '"*,D!= C'*"'.' �; F., 9/3,
.'=%!./ C'D! , E?%,; .'4",0!#4,O )., $&3$P"#$ !#"!#"&!../ )9)9Q!.,! 43'#7
#,0!#4,( *!-?31"'")& C,33,.8'O C'*"'.'O �; B!=3$O /!&'33! , H!**' 6) 4).!0.)7
 !*./ 6)3?6*)#"/ '38!9*' :,; H3!%?!" &&!#", )9*'-?PQ,! �� O ��O �� O � ∈ � O # )6e
*!%!3$PQ, , #))".)+!.,$ ,





I�� ��� L � ~� I�����L � �� � I����� L � ~� !#3, � 6� � �
I�� ��� L � )���� � I����� L �−)���� �
@�� ��A)−%	
 �� � @�� ��A)−%	
 �� � ~� !#3, � 6� � +

@�;�;�A

l38!9*'
g
@�A 6*)#"',3, 6)0", 6*)#"'4 ).'6*)#"'6)#3! 5'4")*,-'D,, 6),-&!#".) ?

D!."*'31.) ? ,%!'3?;
F" !", .!4)")*/! )9Q,! #&)=#"&' '38!9* C'D'>E?%,

g
@�A;

�; H,  !"*,-'D,$ � )6*!%!3$!" #&)9)%./= Ze )%?31 � � ∑�
∈� Z�� # )9*'-?P7

Q, , �� O � ∈ � O # #,  !"*,0!#4)= 9,3,.!=.)= 5)* )= @@�� ��� AA � � O )6*!%!3$! )=
#,  !"*,-'D,!= � ; E)%?31 � .'-/&'!"#$ UV�VjiT� iTUWV�; l38!9*'

g
@�A Û]dc\�
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