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Íàïîìíþ àêñèîìû àëãåáðû Ëè g.

Ýòî k-àëãåáðà (k � ïîëå èëè êîììóòàòèâíîå êîëüöî) ñ óìíî-

æåíèåì, îáîçíà÷àåìûì [ , ] (ñêîáêà Ëè), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

(1) [Y, X ] = −[X, Y ]

(2) [X, [Y, Z]]+[Y, [Z,X]]+[Z, [X,Y]]=0 (òîæäåñòâî ßêîáè).

äëÿ X, Y, Z ∈ g.

Îïåðàòîð [X, ·] îáîçíà÷àåòñÿ êàê adX

Äëÿ ñóïåðàëãåáðû Ëè g = g0 ⊕ g1 ñîîòâåòñòâåííî äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ

[X,Y ] = −(−1)(deg X)(deg Y )[Y,X ],

[X, [Y, Z]] = [[X,Y ], Z] + (−1)(deg X)(deg Y )[Y, [X,Z]].
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1 Íåêîòîðûå îáùèå ðåçóëüòàòû ïî àëãåáðàì Êàöà�Ìóäè

Âñå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü íàéäåíû â êëàññè÷å-

ñêîé êíèãå Âèêòîðà Êàöà "Áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè,"

Ì. Ìèð, 1993, 425ñ.

Îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Êàðòàíà � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

A = (aij) êîíå÷íîãî ðàíãà, âñå aij ∈ Z, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
aii = 2, íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû aij ≤ 0 (i ̸= j).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáû÷íî ñèììåòðèçóåìûå ìàòðèöû

Êàðòàíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D c ïîëî-

æèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè òà-

êàÿ, ÷òî

B = DA

öåëî÷èñëåííà è ñèììåòðè÷íà.B íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçàöèåéA.

Ïî îïðåäåëåíèÿ, sign(A) = sign(B).

A íåðàçëîæèìà, åñëè íå ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèÿ èíäåêñîâ I =

I1 ∪ I2 ìàòðèöû A òàêîãî, ÷òî aij = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I1, j ∈ I2.

Àëãåáðà Ëè Êàöà�Ìóäè g(A) íàä C çàäàåòñÿ îáðàçóþùèìè

hi, ei, fi, i ∈ I , c ñîîòíîøåíèÿìè

[hi, hj] = 0, [ei, fi] = hi, [ei, fj] = 0, if i ̸= j;

[hi, ej] = aijej, [hi, fj] = −aijfj,

(ad ei)
1−aijej = (ad fi)

1−aijfj = 0, if i ̸= j. (1.1)

(òîæäåñòâî Ñåððà).

g(A) ïðîñòà ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïî èçâåñòíîìó èäåàëó.
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Îáùèå ñâîéñòâà àëãåáð Êàöà�Ìóäè g(A).

1. Ñèììåòðèçàöèÿ B îïðåäåëÿåò ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü
Q =

∑
i∈I

Zαi

ñ îáðàçóþùèìè αi, i ∈ I , ñ ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé

((αi, αj)) = B, B − symmetrization,

Q íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé êîðíåé. Àëãåáðà g(A) ãðàäóèðîâàíà ðå-

øåòêîé êîðíåé Q. Îáðàçóþùèå hi, ei, fi èìåþò âåñà 0, αi, −αi

ñîîòâåòñòâåííî;

g(A) =
⊕
α∈Q

gα = g0
⊕⊕

α∈∆+

gα

⊕ ⊕
α∈−∆+

gα

 ,

gα ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè,

[gα, gβ] ⊂ gα+β,

ïîäàëãåáðà g0 = Q⊗C êîììóòàòèâíà è íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé

Êàðòàíà. Ýëåìåíò 0 ̸= α ∈ Q íàçûâàåòñÿ êîðíåì, åñëè gα ̸= 0.

Ïîäïðîñòðàíñòâî gα íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì,

ñîîòâåòñòâóþùèì α.

mult(α) = dim gα

íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ α.

Âûøå ∆ � ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé. Îíî äåëèòñÿ íà ìíîæå-

ñòâî ∆+ ⊂
∑

i∈I Z+αi ïîëîæèòåëüíûõ è ìíîæåñòâî −∆+ îò-

ðèöàòåëüíûõ êîðíåé.
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Êîðåíü α âåùåñòâåííûé, åñëè (α, α) > 0.

è ìíèìûé, åñëè (α, α) ≤ 0.

Âåùåñòâåííûé êîðåíü α îïðåäåëÿåò îòðàæåíèå

sα : x → x− (2(x, α)/(α, α))α, x ∈ Q.

Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî îòðàæåíèÿ: sα(α) = −α è sα |α⊥
Q = identity.

Îíè ïîðîæäàþò ãðóïïó Âåéëÿ W ⊂ O(Q). Ìíîæåñòâî êîðíåé

∆ è èõ êðàòíîñòè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî W .

2. Òîæäåñòâî Âåéëÿ�Êàöà äëÿ çíàìåíàòåëÿ,

ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü êðàòíîñòè êîðíåé:

e(−ρ)
∏
α∈∆+

(1− e(−α))mult(α) =
∑
w∈W

det(w)e(−w(ρ)). (1.2)

ãäå e(·) ∈ Z[Q]�ôîðìàëüíûå ýêñïîíåíòû, ρ ∈ Q∗ � âåêòîð

Âåéëÿ, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì

(ρ, αi) = −(αi, αi)

2
, ∀i ∈ I.

Ýòî òîæäåñòâî êîìáèíàòîðíîå, è ôîðìóëû äëÿ êðàòíîñòåé

mult(α) êîðíåé â îáùåì ñëó÷àå íå èçâåñòíû. Îäèí èç ïîäõî-

äîâ ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå ôîðìàëü-

íîé ôóíêöèè âûøå íà íåôîðìàëüíóþ, íàïðèìåð, çàìåíîé ôîð-

ìàëüíûõ ýêñïîíåíò íà íåôîðìàëüíûå, ïðè êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ

ôóíêöèÿ ñ "õîðîøèìè"ñâîéñòâàìè. Ýòè õîðîøèå ñâîéñòâà ìî-

ãóò ïîìî÷ü íàéòè ôîðìóëû äëÿ êðàòíîñòåé.
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2 Êîíå÷íûé è àôôèííûé ñëó÷àè

Èìåþòñÿ äâà ñëó÷àÿ, êîãäà åñòü î÷åíü ÿñíàÿ êàðòèíà (èëè òåî-

ðèÿ) àëãåáð Êàöà�Ìóäè.

Êîíå÷íûé ñëó÷àé. Îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Êàðòàíà A ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåíà, A > 0. Òîãäà g(A) êîíå÷íîìåðíà, ïîëó÷àåì

êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ êîíå÷íîìåðíûõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè.

Àôôèííûé ñëó÷àé. Îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Êàðòàíà ïîëóïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåíà, A ≥ 0. Àëãåáðà Ëè g(A) íàçûâàåòñÿ àô-

ôèííîé.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìåþòñÿ òðè î÷åíü õîðîøèõ ñâîéñòâà:

(I) Èìååòñÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ âîçìîæíûõ îáîáùåííûõ ìàò-

ðèö Êàðòàíà A. Îíè êëàññèôèöèðóþòñÿ (ýêâèâàëåíòíû) äèà-

ãðàììàìè Äûíêèíà â êîíå÷íîì ñëó÷àå è ðàñøèðåííûìè äèà-

ãðàììàìè Äûíêèíà â àôôèííîì ñëó÷àå.

(II) Â òîæäåñòâå äëÿ çíàìåíàòåëÿ ôîðìàëüíûå ýêñïîíåíòû

ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà íåôîðìàëüíûå, ÷òî äàåò ôóíêöèþ ñ

î÷åíü õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Â êîíå÷íîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ

ïîëèíîì. Â àôôèííîì ñëó÷àå àâòîìîðôíàÿ ôîðìà ßêîáè. Èñ-

ïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà (èëè íåïîñðåäñòâåííî), ìîæíî âû÷èñëèòü

âñå êðàòíîñòè.

(III) Îáà ñëó÷àÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíû â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå.
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Õîòåëîñü áû ïîñòðîèòü ïîäîáíóþ òåîðèþ äëÿ ëîðåíöåâà (èëè

ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îáîáùåííàÿ ìàòðèöà ÊàðòàíàA

ãèïåðáîëè÷íà, ò. å. èìååò ðîâíî îäèí îòðèöàòåëüíûé êâàäðàò,

âñå åå îñòàëüíûå êâàäðàòû ïîëîæèòåëüíû èëè íóëåâûå.

Èìååòñÿ íåîáîçðèìîå ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ îáîáùåí-

íûõ ìàòðèö Êàðòàíà, íàéòè èõ âñå è êëàññèôèöèðîâàòü íåâîç-

ìîæíî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåðîÿòíî, íå âñå îíè äàþò èíòåðåñíûå àë-

ãåáðû Êàöà�Ìóäè, ïîýòîìó ñëåäóåò íàéòè åñòåñòâåííûå óñëî-

âèÿ íà ýòè ìàòðèöû.
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3 Ëîðåíöåâ ñëó÷àé. Ïðèìåð Áîð÷åðäñà.

Èìååòñÿ ñëeäóþùèé êëþ÷åâîé ïðèìåð, íàéäåííûé Áîð÷åðäñîì

(R. Borcherds) â 1988�1995.

Â ïðèìåðå Áîð÷åðäñà ðåøåòêà êîðíåéQ = S, ãäå S � ÷åòíàÿ

óíèìîäóëÿðíàÿ ðåøåòêà ñèãíàòóðû (25, 1).

Ðåøåòêà îçíà÷àåò: "öåëî÷èñëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåé-

íàÿ ôîðìà,"òî åñòü ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü S ñî ñïàðèâàíèåì (x, y) ∈
Z äëÿ x, y ∈ S, êîòîðîå áèëèíåéíî íàä Z è ñèììåòðè÷íî.

×åòíàÿ îçíà÷àåò, ÷òî x2 = (x, x) ÷åòíî äëÿ ëþáîãî x ∈ S.

Óíèìîäóëÿðíàÿ îçíà÷àåò, ÷òî äâîéñòâåííàÿ ðåøåòêà S∗ ñîâ-

ïàäàåò ñ S: ëþáóþ Z-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà S ìîæíî çàïèñàòü

êàê (f, ·) äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ S. Ýêâèâàëåíòíî, äëÿ Z- áàçè-
ñà e1, . . . , e26 ðåøåòêè S îïðåäåëèòåëü ìaòðèöû Ãðàìà ((ei, ej))

ðàâåí ±1.

Èçâåñòíî, ÷òî òàêàÿ ðåøåòêà S åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà.
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Â ïðèìåðå Áîð÷åðäñà ãðóïïà Âåéëÿ W ïîðîæäåíà îòðàæå-

íèÿìè

sα : x → x− (x, α)α, x ∈ S,

âî âñåõ ýëåìåíòàõ α ∈ S c α2 = 2 (íàçûâàåìûõ 2-êîíÿìè). Êëþ-

÷åâîå ñâîéñòâî îòðàæåíèÿ: sα(α) = −α è sα |α⊥
S = identity.

Ãðóïïà W äèñêðåòíà â ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (ïðî-

ñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî)

L(S) = V +(S)/R++

ãäå V +(S) � ïîëà ñâåòîâîãî êîíóñà

V (S) = {x ∈ S ⊗ R | x2 < 0}
ðåøåòêè S. Ïðîñòðàíñòâî L(S) ñîñòîèò èç ëó÷åé, âûõîäÿùèõ

èç íóëÿ è ëåæàùèõ â V +(S).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ êàìåðà M ⊂ L(S) äëÿ W çàäàåòñÿ ìíî-

æåñòâîì P ýëåìåíòîâ α ∈ S ñ α2 = 2, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû

êàìåðå M. Ìíîæåñòâî P èìååò ñëåäóþùåå îïèñàíèå, ïîëó÷åí-

íîå Êîíâååì (J.H. Conway) â 1983.

Ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå S = [ρ, e] ⊕ L, ãäå

ìàòðèöà Ãðàìà ýëåìåíòîâ ρ, e ðàâíà

U =

(
0 −1

−1 0

)
,

â ÷àñòíîñòè ρ2 = 0, è L � ðåøåòêà Ëè÷à, ò. å. ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííàÿ ÷åòíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ðåøåòêà ðàíãà 24, íå

èìåþùàÿ ýëåìåíòîâ ñ êâàäðàòîì 2.
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Ìíîæåñòâî P êîðíåé, îðòîãîíàëüíûõ ôóíäàìåíòàëüíîé êà-

ìåðå M (èëè ìíîæåñòâî ïðîñòûõ êîðíåé ãðóïïû Âåéëÿ W ),

ðàâíî

P = {α ∈ S | (α, α) = 2 and (ρ, α) = −1}.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ êàìåðà M ⊂ L(S) ðàâíà

M = {R++x ∈ L(S) | (x, P ) ≤ 0}, (3.1)

è P ìèíèìàëüíî ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ êàìåðà

M èìååò "ïî÷òè êîíå÷íûé îáúåì." Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàìåðà M
êîíå÷íà â ëþáîì óãëå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà L(S) ñ
âåðøèíîé â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå R++ρ.

Ìàòðèöà

A = ((α, α′)), α, α′ ∈ P

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ìàòðèöåé Êàðòàíà è ρ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì

Âåéëÿ

(ρ, α) = −(α, α)/2, ∀α ∈ P. (3.2)

Òàêèì îáðàçîì,A îïðåäåëÿåò ëîðåíöåâó àëãåáðó Êàöà�Ìóäè

g(A), ãðàäóèðîâàííóþ ãèïåðáîëè÷åñêîé ðåøåòêîé S.

Íî àëãåáðà g(A)� íå òà àëãåáðà, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â

ïðèìåðå Áîð÷åðäñà.

Àëãåáðó Ëè g(A) ñëåäóåò "îòêîððåêòèðîâàòü".
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Èìååòñÿ êëàññè÷åñêàÿ SL2(Z)-ìîäóëÿðíàÿ ôîðìà ∆ âåñà 12

íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè im τ > 0

∆ = q

∞∏
n=1

(1− qn)24 =
∑
m≥0

τ (m)qm.

ãäå q = exp(2πiτ ). Èìååì

∆−1 =
∑
n≥0

p24(n)q
n−1,

ãäå p24(n) � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Áîð÷åðäñ (1990) äîêàçàë òîæäåñòâî

Φ(z) = exp(−2πi(ρ, z))
∏
α∈∆+

(1− exp(−2πi(α, z)))p24(1−(α,α)/2) =

=
∑
w∈W

det(w)
∑
m>0

τ (m)exp(−2πi(w(mρ), z)). (3.3)

Çäåñü

∆+ = {α ∈ S | α2 = 2 and (α, ρ) < 0} ∪ (S ∩ V +(S)− {0}).

Ïåðåìåííàÿ z ïðîáåãàåò

z ∈ Ω(V +(S)) = S ⊗ R + iV +(S)

� êîìïëåêñèôèöèðîâàííûé êîíóñ ñâåòîâîãî êîíóñà V +(S).
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Êðîìå òîãî, Áîð÷åðäñ äîêàçàë (1994, 1995), ÷òî Φ(z) ÿâëÿåòñÿ

àâòîìîðôíîé ôîðìîé âåñà 12 îòíîñèòåëüíî ãðóïïû O+(T ), ãäå

T = U ⊕ S � ðàñøèðåííàÿ ðåøåòêà ñèãíàòóðû (26, 2). Ãðóïïà

O+(T ) åñòåñòâåííî äåéñòâóåò â ýðìèòîâîé ñèììåòðè÷åñêîé îá-

ëàñòè òèïà IV (íèæå 0 îáîçíà÷àåò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, îäíó

èç äâóõ)

Ω(T ) = {Cω ⊂ T ⊗ C | (ω, ω) = 0, (ω, ω) < 0}0,

êîòîðàÿ êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Ω(V +(S)) ñëåäóþùèì

îáðàçîì: z ∈ Ω(V +(S)) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò Cωz ∈ Ω(T ) ãäå

ωz = (((z, z)/2)e1 + e2)⊕ z ∈ T ⊗C è e1, e2 � áàçèñ ðåøåòêè U

ñ ïðèâåäåííîé âûøå ìàòðèöåé Ãðàìà U .

Çäåñü "àâòîìîðôíàÿ ôîðìà âåñà 12"îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ

Φ̃(λωz) = λ−12Φ(z), λ ∈ C∗, îäíîðîäíà ñòåïåíè −12 (ýòî î÷åâèä-

íî) â îäíîðîäíîì êîíóñå Ω̃(T )0 íàä Ω(T )0, è Φ̃(gω) = det(g)Φ̃(ω)

äëÿ ëþáûõ ω ∈ Ω̃(T )0 è g ∈ O+(T ), ãäå O+(T )�ïîäãðóïïà èí-

äåêñà 2 ãðóïïû O(T ), ñîõðàíÿþùàÿ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè âû-

øå, îòìå÷åííóþ 0.

Òîæäåñòâî Áîð÷åðäñà (3.3) âûøå î÷åíü ïîõîæå íà òîæäåñòâî

äëÿ çíàìåíàòåëÿ àëãåáðû Êàöà�Ìóäè, íî èìååòñÿ íåêîòîðîå îò-

ëè÷èå.
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×òîáû ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü (3.3) êàê òîæäåñòâî äëÿ çíàìå-

íàòåëÿ àëãåáðû Ëè, Áîð÷åðäñ îïðåäåëèë (1988) îáîáùåííûå àë-

ãåáðû Êàöà�Ìóäè g(A′), ñîîòâåòñòâóþùèå áîëåå îáùèì ìàòðè-

öàì, ÷åì îáîáùåííûå ìàòðèöû Êàðòàíà. Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Êàðòàíà A′ ìîæåò èìåòü òàêæå

íåïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà aij ≤ 0 íà äèàãîíàëè è

âíå äèàãîíàëè, íî âñå aij ∈ Z, åñëè aii = 2. Îïðåäåëåíèå îáîá-

ùåííîé àëãåáðû Êàöà�Ìóäè g(A′), ñîîòâåòñòâóþùåé îáîáùåí-

íîé ìàòðèöå Êàðòàíà A′, àíàëîãè÷íî (1.1). Ñëåäóåò çàìåíèòü

ïîñëåäíþþ ñòðîêó â (1.1) íà

(ad ei)
1−aijej = (ad fi)

1−aijfj = 0, if i ̸= j and aii = 2,

è äîáàâèòü ñîîòíîøåíèå

[ei, ej] = [fi, fj] = 0, if aij = 0.

Áîð÷åðäñ ïîêàçàë, ÷òî îáîáùåííûå àëãåáðû Êàöà�Ìóäè àíàëî-

ãè÷íû îáû÷íûì àëãåáðàì Êàöà�Ìóäè. Îíè òàêæå èìåþò òîæ-

äåñòâî äëÿ çíàìåíàòåëÿ, êîòîðîå èìååò áîëåå îáùóþ ôîðìó,

÷åì (1.2), è ñîäåðæèò (3.3) êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Òîæäåñòâî (3.3) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì äëÿ çíàìåíàòåëÿ îáîá-

ùåííîé àëãåáðû Êàöà�Ìóäè g(A′), ãäå A′ � îáîáùåííàÿ ìàò-

ðèöà Êàðòàíà, ðàâíàÿ ìàòðèöå Ãðàìà A′ = ((α, α′)), α, α′ ∈ P ′,

ãäå

P ′ = P ∪ 24ρ ∪ 24(2ρ) ∪ · · · ∪ 24(nρ) ∪ . . .

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ðåøåòêè S. Çäåñü 24(nρ) îçíà-
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÷àåò, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ìàòðèöû Ãðàìà A′ ýëåìåíò nρ áåðåò-

ñÿ 24 ðàçà.

Ìíîæåñòâî P ′ íàçûâàåòñÿìíîæåñòâîì ïðîñòûõ êîðíåé.Îíî

äåëèòñÿ íà ìíîæåñòâî

P ′re = P

ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé (îíè îðòîãîíàëüíû ôóíäàìåí-

òàëüíîé êàìåðå M ãðóïïû Âåéëÿ W è èìåþò ïîëîæèòåëüíûé

êâàäðàò) è äîïîëíèòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

P ′im = 24ρ ∪ 24(2ρ) ∪ · · · ∪ 24(nρ) ∪ . . .

(ýëåìåíòû P ′im èìåþò íåïîëîæèòåëüíûå êâàäðàòû), çàäàþùó-

þñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ñóììû â òîæäåñòâå (3.3). Îíè íà-

çûâàþòñÿ ïðîñòûìè ìíèìûìè êîðíÿìè. Âìåñòå ïðîñòûå âåùå-

ñòâåííûå è ìíèìûå êîðíè îïðåäåëÿþò îáîáùåííóþ àëãåáðó Êàöà�

Ìóäè g(A′).

Ïðèìåð Áîð÷åðäàñà ôóíäàìåíòàëåí è êðàñèâ. Îí èìååò âàæ-

íûå ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòèêå (íàïðèìåð, ê Ìîíñòðó (moonshine))

è ôèçèêå (íàïðèìåð, ê Òåîðèè Ñòðóí).
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4 Òåîðèÿ ëîðåíöåâûõ àëãåáð Êàöà�Ìóäè

Àíàëèçèðóÿ ïðèìåð Áîð÷åðäñà, ìîæíî ïðåäëîæèòü îáùèé êëàññ

ëîðåíöåâûõ àëãåáð Êàöà�Ìóäè (èëè àâòîìîðôíûõ àëãåáð Êàöà�

Ìóäè) g, ñì. ðàáîòû Â.À. Ãðèöåíêî è àâòîðà.

Áåðóòñÿ íèæåïðèâåäåííûå äàííûå (1) � (5).

(1) Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ðåøåòêà S (ò. å. öåëî÷èñëåííàÿ ñèììåò-

ðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ñèãíàòóðû (n, 1)), ãäå n ≥ 1.

(2) Ãðóïïà îòðàæåíèé (èëè ãðóïïà Âåéëÿ) W ⊂ O(S), ïî-

ðîæäåííàÿ îòðàæåíèÿìè â êîðíÿõ ðåøåòêè S. Íàïîìíèì, ÷òî

α ∈ S íàçûâàåòñÿ êîðíåì, åñëè α2 > 0 è α2|2(α, S). Ëþáîé
êîðåíü α äàåò îòðàæåíèå

sα : x → x− (2(x, α)/α2)α, x ∈ S

ÿâëÿþùèéñÿ àâòîìîðôèçìîì ðåøåòêè S.

(3) Ìíîæåñòâî P îðòîãîíàëüíûõ êîðíåé ê ôóíäàìåíòàëüíîé

êàìåðå M ⊂ L(S) ãðóïïû W . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî P

êîðíåé ðåøåòêè S äîëæíî èìåòü ñâîéñòâî (3.1) (íàïîìíèì)

M = {R++x ∈ L(S) | (x, P ) ≤ 0}, (4.1)

è äîëæíî áûòü ìèíèìàëüíî ñ äàííûì ñâîéñòâîì. Êðîìå òîãî,

ìíîæåñòâî P äîëæíî èìåòü âåêòîð Âåéëÿ ρ ∈ S⊗Q, îïðåäåëåí-
íûé ðàâåíñòâîì (3.2) (ïðàâèëüíåå íàçûâàòü åãî ðåøåòî÷íûì

âåêòîðîì Âåéëÿ). Íàïîìíèì:

(ρ, α) = −(α, α)/2, ∀α ∈ P. (4.2)
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Îñíîâíûì èíâàðèàíòîì äàííûõ (1) � (3) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-

íàÿ ìàòðèöà Êàðòàíà

A =

(
2(α, α′)

(α, α)

)
, α, α′ ∈ P. (4.3)

Îíà îïðåäåëÿåò äàííûå (1) � (3) ñ òî÷íîñòüþ äî î÷åíü ÿñíî-

ãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è çàäàåò ìíîæåñòâî P ïðîñòûõ

âåùåñòâåííûõ êîðíåé àëãåáðû g, êîòîðóþ ìû õîòèì ïîñòðîèòü.

(4) Àâòîìîðôíàÿ (ãîëîìîðôíàÿ) ôîðìà Φ(z) íà ýðìèòîâîé

ñèììåòðè÷åñêîé îáëàñòè òèïà IV, z ∈ Ω(V +(S)) = Ω(T ), îòíî-

ñèòåëüíî ïîäãðóïïû G ⊂ O+(T ) êîíå÷íîãî èíäåêñà ðàñøèðåí-

íîé ðåøåòêè T = U(k)⊕ S, ãäå

U(k) =

(
0 −k

−k 0

)
, k ∈ N.

(Åñòü áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå, ñì. íàøó ñòàòüþ ñ Ãðèöåíêî,

1998, Int. J. Math, 9, N 2.) Àâò. ôîðìà Φ(z) äîëæíà èìåòü

ðàçëîæåíèå Ôóðüå, èìåþùåå âèä òîæäåñòâà äëÿ çíàìåíàòåëÿ

îáîáùåííîé àëãåáðû Êàöà�Ìóäè ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé îáîáùåí-

íîé ìàòðèöåé Êàðòàíà, à èìåííî

Φ(z) =
∑
w∈W

det(w)(exp(−2πi(w(ρ), z))−

−
∑

a∈S∩R++M

m(a)exp(−2πi(w(ρ + a), z))), (4.4)
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ãäå âñå êîýôôèöèåíòû m(a) äîëæíû áûòü öåëûìè. Àâòîìîðô-

íàÿ ôîðìà Φ îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ìíèìûõ êîðíåé

àëãåáðû g.

Êàê è â ïðèìåðå Áîð÷åðäñà, äàííûå (1) � (4) çàäàþò îáîá-

ùåííóþ àëãåáðó èëè ñóïåðàëãåáðó (åñëè íåêîòîðûå èç êîýô-

ôèöèåíòîâ m(a) îòðèöàòåëüíû) Êàöà�Ìóäè g. (Îïðåäåëåíèå g

ñì. íèæå) Èñïîëüçóÿ àâòîìîðôíûå ñâîéñòâà Φ(z), õîòåëîñü áû

âû÷èñëèòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â òîæäåñòâå äëÿ çíàìå-

íàòåëÿ

Φ(z) = exp(−2πi(ρ, z))
∏
α∈∆+

(1− exp(−2πi(α, z)))mult(α) , (4.5)

êîòîðîå äàåò êðàòíîñòè mult(α) êîðíåé àëãåáðû g. Â ñëó÷àå

ñóïåðàëãåáðû êðàòíîñòü

mult(α) = dim gα,0 − dim gα,1 (4.6)

ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ðàçìåðíîñòåé ÷åòíîé è íå÷åòíîé ÷àñòåé

êîðíåâîãî ïðîñòðàíñòâà gα.
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Åñòåñòâåííî äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü (ïî êðàéíåé ìåðå,

÷òîáû èìåòü ðåçóëüòàòû êîíå÷íîñòè) ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëü-

íîå óñëîâèå:

(5) Àâòîìîðôíàÿ ôîðìà Φ â îáëàñòè Ω(V +(S)) = Ω(T ) äîëæ-

íà áûòü ðåôëåêòèâíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèâèçîð (íóëåé) ôîð-

ìû Φ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êâàäðàòè÷íûõ äèâèçîðîâ, îðòîãî-

íàëüíûõ êîðíÿì ðàñøèðåííîé ðåøåòêè. Çäåñü äëÿ êîðíÿ α ∈ T

(îïðåäåëåíèå êîðíÿ ðåøåòêè T òî æå, ÷òî è äëÿ ðåøåòêè S)

êâàäðàòè÷íûé äèâèçîð, îðòîãîíàëüíûé α, ðàâåí

Dα = {Cω ∈ Ω(T ) | (ω, α) = 0}.

Ñâîéñòâî (5) èìååò ìåñòî â ïðèìåðå Áîð÷åðäñà è âî âñåõ èç-

âåñòíûõ ñëó÷àÿõ. Êðîìå òîãî, îíî âåðíî â îêðåñòíîñòè êàñïà,

â êîòîðîì ñõîäèòñÿ áåñêîíå÷íîå ïðèçâåäåíèå (4.5). Òàêèì îáðà-

çîì, ìû õîòèì, ÷òîáû îíî âûïîëíÿëîñü ãëîáàëüíî.
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Îáîáùåííàÿ ñóïåðàëãåáðà Êàöà�Ìóäè g, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

äàííûì (1) � (4), çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ P ′ ⊂ S

ïðîñòûõ êîðíåé. Îíà äåëèòñÿ íà ìíîæåñòâî P ′ re ïðîñòûõ âå-

ùåñòâåííûõ êîðíåé è ìíîæåñòâî P ′ im
0 ÷åòíûõ ïðîñòûõ ìíè-

ìûõ êîðíåé è ìíîæåñòâî P ′ im
1 íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ìíèìûõ êîð-

íåé.

Äëÿ ïðèìèòèâíîãî a ∈ S ∩ R++M ñ (a, a) = 0 íóæíî íàéòè

τ (na) ∈ Z, n ∈ N, èç òîæäåñòâà ñ ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé t:

1−
∑
k∈N

m(ka)tk =
∏
n∈N

(1− tn)τ(na).

Ìíîæåñòâî P ′ re = P , ãäå P îïðåäåëåíî â äàííûõ (3). Ìíîæå-

ñòâî P ′ re ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì: P ′ re = P ′ re
0, P

′ re
1 = ∅. Ïîëàãàåì

P ′ im
0 = {m(a)a | a ∈ S ∩ R++M, (a, a) < 0 and m(a) > 0}∪

{τ (a)a | a ∈ S ∩ R++M, (a, a) = 0 and τ (a) > 0}; (4.7)

P ′ im
1 = {m(a)a | a ∈ S ∩ R++M, (a, a) < 0 and m(a) < 0}∪

{τ (a)a | a ∈ S ∩ R++M, (a, a) = 0 and τ (a) < 0} (4.8)

Îáîáùåííàÿ ñóïåðàëãåáðà Êàöà�Ìóäè g ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàë-

ãåáðîé Ëè, ïîðîæäåííîé hr, er, fr, ãäå r ∈ P ′. Âñå îáðàçóþùèå

hr ÷åòíû, îáðàçóþùèå er, fr ÷åòíû (ñîîòâåòñòâåííî íå÷åòíû),

åñëè r ÷åòíî (ñîîòâåòñòâåííî íå÷åòíî).
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Îíè èìåþò îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ 1) � 5), ïðèâåäåííûå

íèæå.

1) Îòîáðàæåíèå r → hr äëÿ r ∈ P ′ çàäàåò âëîæåíèå S ⊗ C â

g êàê àáåëåâîé ïîäàëãåáðû (îíà ÷åòíà).

2) [hr, er′] = (r, r′)er′ è [hr, fr′] = −(r, r′)fr′.

3) [er, fr′] = hr, åñëè r = r′, è ðàâíî 0, åñëè r ̸= r′.

4) (ad er)
1−2(r,r′)/(r,r)er′ = (ad fr)

1−2(r,r′)/(r,r)fr′ = 0,

åñëè r ̸= r′ è (r, r) > 0 (ýêâèâàëåíòíî, r ∈ P ′ re).

5) Åñëè (r, r′) = 0, òî [er, er′] = [fr, fr′] = 0.

Èñïîëüçóþòñÿ ðàáîòû Áîð÷åðäñà, Êàöà, Ãðèöåíêî � Íèêóëè-

íà, U. Ray. Äëÿ îáû÷íûõ àëãåáð Êàöà�Ìóäè ïîëó÷àåì îáû÷íîå

îïðåäåëåíèå.

Îáîáùåííûå ñóïåðàëãåáðû Êàöà�Ìóäè g, çàäàâàåìûå äàííû-

ìè (1) � (5), ñîñòàâëÿþò òåîðèþ ëîðåíöåâûõ àëãåáð Êàöà�

Ìóäè (èëè àâòîìîðôíûõ ëîðåíöåâûõ àëãåáð Êàöà�Ìóäè), êî-

òîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì.

Â ñèëó (4) îíè èìåþò ñâîéñòâî, àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâó (II) äëÿ

êîíå÷íûõ èëè àôôèííûõ àëãåáð Ëè: èõ òîæäåñòâî äëÿ çíàìå-

íàòåëÿ äàåò àâòîìîðôíóþ ôîðìó. Äëÿ ëîðåíöåâà ñëó÷àÿ � ýòî

àâòîìîðôíàÿ ôîðìà íà ýðìèòîâîé ñèììåòðè÷åñêîé îáëàñòè òè-

ïà IV.
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×òî ìîæíî ñêàçàòü ïî ïîâîäó àíàëîãà ñâîéñòâà (I) äëÿ êî-

íå÷íûõ è àôôèííûõ àëãåáð Êàöà � Ìóäè? Êàê ìíîãî èìååòñÿ

äàííûõ (1) � (5)?

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî rkS ≥ 3. Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïî-

íèìàòü êàê ðàññìîòðåíèå ëîðåíöåâûõ àíàëîãîâ íåòðèâèàëüíûõ

êîíå÷íîìåðíûõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè. Åñëè rkS = 1, 2, òî

êëàññèôèêàöèÿ äàííûõ (1) � (5) äðóãàÿ è, ïî-âèäèìîìó, áîëåå

ïðîñòà.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè rkS ≥ 3, òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äàí-

íûõ (1) � (3) â äàííûõ (1) � (4) êîíå÷íî, åñëè ρ2 = (ρ, ρ) < 0

è "â ñóùåñòâåííîì êîíå÷íî," åñëè ρ2 = 0. Íåðàâåíñòâî ρ2 > 0

íåâîçìîæíî.

Çäåñü "â ñóùåñòâåííîì êîíå÷íî" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî

ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî, íî èìååòñÿ î÷åíü ÿñíîå åãî îïèñàíèå.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äèàãðàìì Äûíêèíà òèïà An

áåñêîíå÷íî, íî ìû åãî î÷åíü ÿñíî ñåáå ïðåäñòâàâëÿåì.

Êëþ÷åâîé ìîìåíò â äàêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1 çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî äàííûå (1) � (4) äàþò ρ2 ≤ 0 è ôóíäàìåíòàëüíàÿ

êàìåðà M èìååò êîíå÷íûé îáúåì, åñëè ρ2 < 0, è "ïî÷òè êî-

íå÷íûé (êàê â ïðèìåðå Áîð÷åðäñà) îáúåì," åñëè ρ2 = 0. Òîãäà

÷èñëî âîçìîæíûõ ðåøåòîê êîðíåé S êîíå÷íî. Ýòî ñëåäóåò èç

îáùèõ ìîèõ ðåçóëüòàòîâ è Âèíáåðãà ïðî àðèôìåòè÷åñêèå ãðóï-

ïû, ïîðîæäåííûå îòðàæåíèÿìè â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîáà÷åâñêîãî.
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Åñëè äîïîëíèòåëüíî ñóùåñòâóåò ðåøåòî÷íûé âåêòîð Âåéëÿ ρ

äëÿ P , òî èìååòñÿ êîíå÷íîñòü, åñëè ρ2 < 0, è ïî÷òè êîíå÷íîñòü,

åñëè ρ2 = 0, ìíîæåñòâ ãðóïï Âåéëÿ W , ôóíäàìåíòàëüíûõ êà-

ìåðM (ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿW ) è ìíîæåñòâ îòîãîíàëüíûõ

êîðíåé P ê M (ñì. ìîè ðàáîòû). Îòìå÷ó òîëüêî, ÷òî âñå ýòè

ðåçóëüòàòû î÷åíü íåòðèâèàëüíû. Ýòî äàåò êîíå÷íîñòü èëè â

ñóùåñòâåííîì êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ îáîáùåííûõ

ìàòðèö Êàðòàíà A â (4.3)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ïðèíöèïå ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü

âñå âîçìîæíûå äàííûå (1) � (3) â äàííûõ (1) � (4). (Äëÿ

rkS = 1, 2 ïîäîáíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðèâèàëüíà.) Ýòî äåëà-

åò òåîðèþ ëîðåíöåâûõ àëãåáð Êàöà�Ìóäè î÷åíü ïîõîæåé íà

òåîðèè êîíå÷íûõ è àôôèííûõ àëãåáð Êàöà�Ìóäè.

Áûëî áû õîðîøî èìåòü ðåçóëüòàòû êîíå÷íîñòè òàêæå äëÿ

äàííûõ (4), (5). Áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû

êîíå÷íîñòè â ìîèõ ðàáîòàõ è ðàáîòàõ Ãðèöåíêî � Íèêóëèíà, êî-

òîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî àâòîìîðôíûå ôîðìû Φ(z) ÷ðåçâû÷àéíî

ðåäêè. Ýòî äåëàåò î÷åíü âåðîÿòíûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ãèïîòåçà 4.1. Åñëè rkS ≥ 3, òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ äàí-

íûõ (4), (5) â ñóùåñòâåííîì êîíå÷íî.

Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé îæèäàåòñÿ ãèïîòåçà 4.1, îñíîâàíà íà

ïðèíöèïå Ê�åõåðà: Ëþáàÿ ãîëîìîðôíàÿ àâòîìîðôíàÿ ôîðìà íà

ýðìèòîâîé ñèììåòðè÷åñêîé îáëàñòè Ω äîëæíà èìåòü íóëè â Ω,

åñëè dimΩ− dimΩ∞ ≥ 2.
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Ïðèìåíÿÿ ýòîò ïðèíöèï ê îãðàíè÷åíèþ Φ|Ω(T1) íà âñå ïîä-

îáëàñòè Ω(T1) ⊂ Ω(T ), ãäå T1 ⊂ T� ïîäðåøåòêà ñèãíàòóðû

(k, 2), ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü ñèëüíûå óñëîâèÿ íà ðåøåòêó T , åñ-

ëè îíà èìååò ðåôëåêòèâíóþ àâòîìîðôíóþ ôîðìó Φ. Ýòî áûëî

ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ìîèõ ðàáîòàõ è â íàøèõ ðàáîòàõ ñ Ãðè-

öåíêî.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ãèïîòåçà 4.1 î÷åíü èíòåðåñíà. Ñ íàøåé

òî÷êè çðåíèÿ, òåîðèÿ ðåôëåêòèâíûõ àâòîìîðôíûõ ôîðì íà îá-

ëàñòÿõ òèïà IV Ω(T ), ãäå T � ðåøåòêà ñèãíàòóðû (n, 2), "àíàëî-

ãè÷íà (Àðèôìåòè÷åñêàÿ Çåðêàëüíàÿ Ñèììåòðèÿ) òåîðèè ãðóïï

îòðàæåíèé W ñ ôóíäàìåòàëüíîé êàìåðîé êîíå÷íîãî èëè ïî÷òè

êîíå÷íîãî îáúåìà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðåøåòîê S (ñì. ìîè ðàáîòû

è íàøè ñîâìåñòíûå ðàáîòû ñ Ãðèöåíêî).

Áûëî áû èíòåðåñíî êëàññèôèöèðîâàòü (èëè îïèñàòü) ãèïî-

òåòè÷åñêè "êîíå÷íîå ìíîæåñòâî"äàííûõ (1) � (5). Äàæå êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæåò èìåòü î÷åíü èíòåðåñíóþ ñòðóêòóðó.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðóþ òåîðèþ ëîðåíöåâûõ àëãåáð

Êàöà�Ìóäè.

Â çàêëþ÷åíèè îïèøåì íåáîëüøîé ôðàãìåíò ýòîé êëàññèôè-

êàöèè, ïîëó÷åííûé â íàøèõ ðàáîòàõ ñ Ãðèöåíêî.

Èìååòñÿ ðîâíî 12 îáîáùåííûõ ìàòðèö Êàðòàíà äàííûõ (1)

� (3) â (1) � (4), êîòîðûå ñèììåòðè÷íû, èìåþò ðàíã 3, èìåþò

ðåøåòî÷íûé âåêòîð Âåéëÿ ρ ñ ρ2 < 0 è íåêîìïàêòíûé ôóíäà-

ìåíòàëüíûé ìíîãîãðàííèê M (èìååòñÿ åùå 4 ìàòðèöû ñ êîì-

ïàêòíûì M).
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Ñïèñîê âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îáîá-

ùåííûõ ìàòðèö Êàðòàíà ðàíãà 3 ñ íåêîìïàêòíûì M
è vol(M) < ∞, èìåþùèõ ðåøåòî÷íûé âåêòîð Âåéëÿ ρ:

A1,0 =

 2 0 −1
0 2 −2
−1 −2 2

 , A1,I =

 2 −2 −1
−2 2 −1
−1 −1 2

 , A1,II =

 2 −2 −2
−2 2 −2
−2 −2 2

 ,

A1,III =


2 −2 −6 −6 −2
−2 2 0 −6 −7
−6 0 2 −2 −6
−6 −6 −2 2 0
−2 −7 −6 0 2

 , A2,0 =

 2 −2 −2
−2 2 0
−2 0 2

 ,

A2,1 =


2 −2 −4 0
−2 2 0 −4
−4 0 2 −2
0 −4 −2 2

 , A2,II =


2 −2 −6 −2
−2 2 −2 −6
−6 −2 2 −2
−2 −6 −2 2

 ,

A2,III =



2 −2 −8 −16 −18 −14 −8 0
−2 2 0 −8 −14 −18 −16 −8
−8 0 2 −2 −8 −16 −18 −14
−16 −8 −2 2 0 −8 −14 −18
−18 −14 −8 0 2 −2 −8 −16
−14 −18 −16 −8 −2 2 0 −8
−8 −16 −18 −14 −8 0 2 −2
0 −8 −14 −18 −16 −8 −2 2


,

A3,0 =

 2 −2 −2
−2 2 −1
−2 −1 2

 , A3,1 =


2 −2 −5 −1
−2 2 −1 −5
−5 −1 2 −2
−1 −5 −2 2

 ,

A3,II =


2 −2 −10 −14 −10 −2
−2 2 −2 −10 −14 −10
−10 −2 2 −2 −10 −14
−14 −10 −2 2 −2 −10
−10 −14 −10 −2 2 −2
−2 −10 −14 −10 −2 2

 ,

A3,III =



2 −2 −11 −25 −37 −47 −50 −46 −37 −23 −11 −1
−2 2 −1 −11 −23 −37 −46 −50 −47 −37 −25 −11
−11 −1 2 −2 −11 −25 −37 −47 −50 −46 −37 −23
−25 −11 −2 2 −1 −11 −23 −37 −46 −50 −47 −37
−37 −23 −11 −1 2 −2 −11 −25 −37 −47 −50 −46
−47 −37 −25 −11 −2 2 −1 −11 −23 −37 −46 −50
−50 −46 −37 −23 −11 −1 2 −2 −11 −25 −37 −47
−46 −50 −47 −37 −25 −11 −2 2 −1 −11 −23 −37
−37 −47 −50 −46 −37 −23 −11 −1 2 −2 −11 −25
−23 −37 −46 −50 −47 −37 −25 −11 −2 2 −1 −11
−11 −25 −37 −47 −50 −46 −37 −23 −11 −1 2 −2
−1 −11 −23 −37 −46 −50 −47 −37 −25 −11 −2 2



.

24



Ôóíäàìåíòàëüíàÿ êàìåðà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîãîóãîëü-

íèêîì íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñ óãëàìè π/2, 0, π/3;

0, π/3, π/3; 0, 0, 0; .... ;

0, π/3, 0, π/3, 0, π/3, 0, π/3, 0, π/3, 0, π/3. Âñå îíè êàñàþòñÿ

îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì R++ρ.

Äëÿ 9-òè îáîáùåííûõ ìàòðèö Êàðòàíà Ai,j, i = 1, 2, 3, è

j = 0, I, II , ïîñòðîåíû àâòîìîðôíûå ôîðìû Φ äëÿ äàííûõ

(4), (5) è, â ðåçóëüòàòå, ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå (àâòîìîðô-

íûå) ëîðåíöåâû àëãåáðû Êàöà�Ìóäè, íàéäåíû èõ ðàçëîæåíèÿ

â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (4.5). Ñì. íàøè ñòàòüè ñ Ãðèöåíêî.

Èíòåðåñíî, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ àâòîìîðôíûõ ôîðì áûëè

õîðîøî èçâåñòíû. Íàïðèìåð, àâòîìîðôíàÿ ôîðìà Φ äëÿ A1,II

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé. Îíà èìååò âåñ 5 è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-

äåíèåì âñåõ ÷åòíûõ òýòà-êîíñòàíò ðîäà äâà (èõ äåñÿòü). Îíà

àâòîìîðôíà îòíîñèòåëüíî Sp4(Z) ñ íåêîòîðûì êâàäðàòè÷íûì

õàðàêòåðîì è äàåò äèñêðèìèíàíò ìîäóëåé àëãåáðàè÷åñêèõ êðè-

âûõ ðîäà 2. Àâòîìîðôíìÿ ôîðìà Φ äëÿ A1,0 èìååò âåñ 35 è àâòî-

ìîðôíà îòíîñèòåëüíî Sp4(Z). Îíà áûëà íàéäåíî Èãóçîé áîëåå

45 ëåò íàçàä è ÿâëÿåòñÿ Sp4(Z)-àâòîìîðôíîé ôîðìîé íàèìåíü-
øåãî íå÷åòíîãî âåñà. Äëÿ îáåèõ ýòèõ àâòîìîðôíûõ ôîðì áûëè

íàéäåíû ðàçëîæåíèÿ â áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ (4.5), êîòî-

ðûå íå áûëè èçâåñòíû. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ èçîìîðôèçì îáëà-

ñòè òèïà IV è ðàçìåðíîñòè 3 ñ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ Çèãåëÿ

ðîäà 2.

Âñå äðóãèå àâòîìîðôíûå ôîðìû Φ äëÿ A1,0 � A3,II íå áûëè

25



èçâåñòíû. Ïðèâåäåì îäíó èç íèõ.

Äàäèì Φ äëÿ A3,II . Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ

T = 2U(12)⊕ ⟨2⟩ = U(12)⊕ S, where S = U(12)⊕ ⟨2⟩.

Ðåøåòêà S äàåò äàííîå (1). Èñïîëüçóåì áàçèñ f1, f̂3, f2 ðåøåòêè

S ñ ìàòðèöåé Ãðàìà  0 0 −12

0 2 0

−12 0 0


Ãðóïïà ÂåéëÿW â äàííûõ (2) ïîðîæäåíà îòðàæåíèÿìè âî âñåõ

ýëåìåíòàõ ñ êâàäðàòîì 2 ðåøåòêè S. Ìíîæåñòâî P â äàííûõ (3)

ðàâíî

P = {α1 = (0, 1, 0), α2 = (0,−1, 1), α3 = (1,−5, 2),

α4 = (2,−7, 2), α5 = (2,−5, 1), α6 = (1,−1, 0)}.
Îíî èìååò ìàòðèöó ÃðàìàA3,II . Âåêòîð Âåéëÿ ρ = (1/6,−1/2, 1/6).

Àâòîìîðôíàÿ ôîðìà Φ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôíîé êàñï ôîðìîé

∆1 îòíîñèòåëüíî G = O+(T ) ñ íåêîòîðûì õàðàêòåðîì ïîðÿäêà

6. Îíà èìååò íàèìåíüøèé âîçìîæíûé âåñ 1, ðàçëîæåíèå Ôóðüå

è ðàçëîæåíèå â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
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∆1(z1, z2, z3) =∑
M≥1

∑
m>0, l∈Z

n,m≡1 mod 6

4nm−3l2=M2

(
−4

l

)(
12

M

) ∑
a|(n,l,m)

(
6

a

)
qn/6rl/2sm/6 =

q1/6r1/2s1/6
∏

n,l,m∈Z
(n,l,m)>0

(1− qnrlsm)f3(nm,l),

ãäå q = exp(24πiz1), r = exp(4πiz2), s = exp(24πiz3) è(
−4

l

)
=

{
±1, if l ≡ ±1 mod 4,

0, if l ≡ 0 mod 2;

(
12

M

)
=


1, if M ≡ ±1 mod 12,

−1, if M ≡ ±5 mod 12,

−0, if (M, 12) ̸= 1;(
6

a

)
=

{
±1, if a ≡ ±1 mod 6,

0, if (a, 6) ̸= 1.

Êðàòíîñòè f3(nm, l) áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ

ñëàáîé ôîðìîé ßêîáè

ϕ0,3(τ, z) =
∑

n≥0,l∈Z

f3(n, l)q
nrl

âåñà 0 è èíäåêñà 3 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå:
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ϕ0,3(τ, z) =

r−1

(∏
n≥1

(1 + qn−1r)(1 + qnr−1)(1− q2n−1r2)(1− q2n−1r−2)

)2

,

ãäå q = exp(2πiτ ), im τ > 0, è r = exp(2πiz).

Äèâèçîð ôîðìû ∆1 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñ êðàòíîñòÿìè îäèí

âñåõ êâàäðàòè÷íûõ äèâèçîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ ýëåìåíòàì ðå-

øåòêè T ñ êâàäðàòîì 2. Ýòè äàííûå S, W , P è ∆1 îïðåäåëÿþò

îáîáùåííóþ ëîðåíöåâó ñóïåðàëãåáðó Ëè Êàöà�Ìóäè g ñ âûøå-

ïðèâåäåííûì òîæäåñòâîì äëÿ çíàìåíàòåëÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àâòîìîðôíîé ôîðìû ∆1 èñïîëüçóåòñÿ àðèô-

ìåòè÷åñêèé ïîäúåì ôîðì ßêîáè íà ýðìèòîâû ñèììåòðè÷å-

ñêèå îáëàñòè òèïà IV, ïîñòðîåííûé Ãðèöåíêî (1992), è èñ-

ïîëüçîâàííûé â íàøèõ ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ 1996 � 1998 ãîäîâ.

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ∆1 â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå èñïîëüçóåòñÿ

ïîäúåì Áîð÷åðäñà (1995), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì

àíàëîãîì àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäúåìà.
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5 Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðåííûå âûøå ëîðåíöåâû àëãåáðû Êàöà�Ìóäè è ñîîò-

âåòñòâóþùèå àâòîìîðôíûå ôîðìû íàøëè èíòåðåñíûå ïðèëî-

æåíèÿ â ôèçèêå: Òåîðèè Ñòðóí, Çåðêàëüíîé Ñèììåòðèè è äð.

Íàïðèìåð, ñì. îáçîð G. Moore, String duality, automorphic forms,

and generalized Kac�Moody algebras//Nucl. Phys. Proc. Suppl. -

1998. (67), pp. 56 � 67, è äðóãèå ôèçè÷åñêèå ñòàòüè.
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