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§0. Введение 

Лев Семенович Понтрягин был Великим Математиком. Он 
интересовался многими областями. Одной из них была теория 
топологических групп, групп Ли и алгебр Ли. Упомяну его клас­
сическую книгу "Непрерывные группы" [11], содержащую его 
результаты. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (проект № 97-014)0933). 
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Я рад представить обзор, который посвящен лоренцевым 
(или гиперболическим) алгебрам Ли Каца — Муди, являющим­
ся гиперболическим аналогом классических полупростых конеч­
номерных алгебр Ли. Некоторая теория таких алгебр была не­
давно развита В.А. Гриценко и автором [4], [24]-[29]. Она тес­
но связана и существенно использует результаты Р. Борчердса 
[13Н.17]. 

§ 1. Лоренцевы алгебры Каца — Муди 

1.1. Некоторые общие результаты по алгебрам К а д а 
— Муди. Все определения и детали этого пункта можно найти 
в классической книге Виктора Каца [33]. 

Обобщенная матрица Картана А — это квадратная целочис­
ленная матрица конечного ранга, имеющая на диагонали только 
2 и вне диагонали только неположительные целые числа. Будем 
рассматривать только симметризуемые обобщенные матрицы 
Картана А. Это значит, что существует такая диагональная 
матрица D с положительными рациональными диагональными 
коэффициентами, что В = DA целочисленна и симметрична. 
Тогда В называется симметризацией матрицы А. По определе­
нию, sign(^) = sign(B). Предположим, что матрица А неразло­
жима, т. е. не существует такого разбиения I = I\ U _2 множес­
тва I индексов матрицы А, что ац = 0, если г Е 1\ и j Е h-

Каждая обобщенная матрица Картана определяет алгебру 
Ли Каца — Муди д(А) над С. Алгебра Каца — Муди д(А) за­
дается множествами образующих и их определяющих соотноше­
ний, предписываемыми обобщенной матрицей Картана А. Они 
были найдены В. Кацем и Р. Муди. Фактически, они являются 
естественным обобщением классических результатов Киллинга, 
Картана, Г. Вейля, Шевалле и Серра по конечномерным полу­
простым алгебрам Ли. Следует ввести образующие hi, е-;, fi, 
г € / , с определяющими соотношениями 

[ \hu hj] = 0, [e-i, /i] = hu [ei,fj] = 0, если гф j , 
< [hi, ej] - ai:j€j, [hi, fj] = —Oijfj, (1.1) 
[ (ad etf-^ej = (ad fi)l~aij fj..== О, если г ф j . 

Важное свойство алгебры д(А) заключается в том, что она прос­
та или почти проста: проста после факторизации по известному 
идеалу. 
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Отметим некоторые общие свойства алгебр Каца — Муди 
2(A). 

1. Симметризация В определяет свободный Z-модуль Q — 
J2iel^ai с образующими а*, г £ / , с симметрической билиней­
ной формой ((а*, ctj)) = J5, определяемой симметризацией В . Q 
называется решеткой корней. Алгебра Q(A) градуирована ре­
шеткой корней Q (по определению образующие /i*, е*, fi имеют 
веса 0, о.*, — а-; соответственно): 

0(-4) = е 0 а - б о 0 ( 0 в а ] . ф ( 0 в а ) , (1-2) 
aeQ \ а€А+ / \ а € - А + / 

где Qa являются конечномерными линейными пространствами, 
[fla» fl/з] С Qa+j3, подалгебра go = Q'® С коммутативна и на­
зывается подалгеброй Картана. Элемент 0 ф а € <5 назы­
вается корнем, если gQ 7-= 0- Подпространство ga называется 
корневым пространством, соответствующим а. Размерность 
mult(a) = dimga называется кратностью корня а. В (1.2) 
А С Q является множеством всех корней. Оно делится на мно­
жество Д+ С J2ieIZ+ai положительных и множество — А+ от­
рицательных корней. KojpeHb a £ А называется вещественным, 
если (а, а) > 0. В противном случае (если (а, а) -̂  0) он на­
зывается мнимым. Каждый вещественный корень а определяет 
отражение 5 Q : x i - ) x - (2(х, a)/(ay a)) a, x G Q. Все отражения 
sa в вещественных корнях порождают группу Вейля W С O(S). 
Множество корней А и кратности корней инвариантны относи­
тельно W. 

2. Имеется тождество Вейля — Каца для знаменателя, ко­
торое позволяет вычислять кратности корней: 

е(-р) J ] (1 - e(-a))mult(a> = £ det(w)e<-t£7(/>)). (1.3) 
a€A+ w€W 

Здесь e( •) E I»[Q] — формальнее экспоненты, р называется век­
тором Вейля и определяется условием (р, о^) = — (а*, о.г)/2 хипя 
любого г Е J. 

Тождество (1.3) является комбинаторным, и формулы дпя 
кратностей mult (a) в общем случае не известны. Один из подхо­
дов к решению этой проблемы заключается в замене формаль­
ной функции (1.3) на неформальную (например, заменой фор­
мальных экспонент на неформальные), при которой получается 

151 



функция с "хорошими" свойствами. Эти хорошие свойства мо­
гут помочь найти формулы для кратностей. 

1.2. Конечный и аффинный случаи- Имеются два слу­
чая, когда есть очень ясная картина (или теория) алгебр Kaita 
— Муди. 

Конечный случай. Обобщенная матрица Картана А положи­
тельно определена, А > 0. Тогда алгебра д(А) конечномерна, 
следовательно, получаем классическую теорию конечномерных 
полупростых алгебр Ли. 

Аффинный случай. Обобщенная матрица Картана полуполо­
жительно определена, А ^ 0. Тогда алгебра д(А) называется 
аффинной. 

В обоих случаях имеются три очень хороших свойства: 
(I) Имеется классификация всех возможных обобщенных мат­

риц Картана А. Они классифицируются диаграммами Дынкина 
в конечном случае и расширенными диаграммами Душкина в 
аффинном случае. 

(II) В тождестве для знаменателя (1.3) формальные экспонен­
ты могут быть заменены на неформальные, что дает функцию 
с очень хорошими свойствами. В конечном случае цолучается 
полином. В аффинном случае получается автоморфная форма 
Якоби. Используя эти свойства (или непосредственно), можно 
вычислить все кратности. 

(III) Оба случая чрезвычайно важны в математике и физике. 
Хотелось бы построить подобную теорию для лоренцева (или 

гиперболического) случая, когда обобщенная матрица Картана 
А гиперболична, т. е. имеет ровно один отрицательный квад­
рат, все ее остальные квадраты являются положительными или 
нулевыми. Имеется необозримое множество гиперболических об­
общенных матриц Картана, найти их все и классифицировать 
невозможно. С другой стороны, вероятно, не все они дают ин­
тересные алгебры Каца — Муди, поэтому следует найти естес­
твенные условия на эти матрицы. 

1-3. Лоренцев случай. Пример Борчердса. Имеется 
следующий ключевой пример, найденный Р. Борчердсом [13]-
[17]. 

В примере Борчердса решетка корней Q = S, где S — гипер­
болическая четная унимодулярная решетка сигнатуры (25,1). 
Здесь "четная" означает, что (х, х) четно для любого х € S. 
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"Унимодулярная" означает, что двойственная решетка S* сов­
падает с S эквивалентно, для базиса e i , . . . ,в2в решетки S опре­
делитель матрицы Грама ((е*, е^)) равен ±1 . Решетка S с та­
кими свойствами единственна с точностью до изоморфизма. В 
примере Борчердса группа Вейля W порождена отражениями 
sa : х ь~> х — (х, а)а, х Е 5, во всех элементах а € 5, имею­
щих квадрат а2 = 2. Группа W дискретна в гиперболическом 
пространстве £(5) = V"+(£)/№++. Здесь V+(S) является полой 
светового конуса V(S) = {х € S ®R | ж2 < 0} решетки 5. Про­
странство £(5) состоит из лучей, лежащих в V+(S). 

Фундаментальная камера М С £(5) для W задается множес­
твом Р элементов а € S с а2 = 2, которые ортогональны камере 
Л4. Множество Р имеет следующее описание, полученное Конве-
ем [20]. Существует ортогональное разложение S = [/>, e]©L, где 

матрица Грама элементов р, е равна U = ( - п ) (в частнос­
ти, (р,р) = 0), и L -— решетка Лича, т. е. положительно опре­
деленная четная унимодулярная решетка ранга 24, не имеющая 
элементов с квадратом 2. Множество Р корней, ортогональных 
фундаментальной камере М (или множество простых корней) 
группы Вейля W, равно 

Р = {а £ S | (а, а) = 2 и (р, а) = - 1 } . (1.4) 

Это значит, что фундаментальная камера М С С($) равна 

М = {R++x € £(5) | (х, Р) ^ 0}, .(1,5) 
и Р минимально с этим свойством. Отметим, что фундамен­
тальная камера Л4 имеет "почти конечный" объем. Это значит, 
что М конечна в любом угле гиперболического пространства 
C{S) с вершиной в бесконечно удаленной точке R++p. 

Матрица 

4 =((<*, a')), ot,a'eP, (1.6) 
является обобщенной матрицей Картана и р является вектором 
Вейля 

(р, а) = - ( а , а)/2 Va e Р. . (1.7) 
Таким образом, .Л определяет лоренцеву алгебру Каца — Муди 
g(yl), градуированную гиперболической решеткой S. Но алгеб­
ра д(А) — не та алгебра, которая рассматривается в примере 
Борчердса* Алгебру д(А) следует "откорректировать". 
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Имеется классическая 5Ь2(^)-модулярная касп форма Д веса 
12 на верхней полуплоскости im г > О 

оо 

д-<Ш(- -9 п ) 2 4 = £ г(™)9 т ' (1-8) 

n=l га^О 

где q = ехр(27ит). Имеем 

A-^E^Wg""1, (L9) 

где ^24(n) — положительные целые числа. Борчердс [14] доказал 
тождество 

Ф(г) = ехр (-2тп(/>, z)) J J (1 - ехр (~2тгг(а, z)))P 2 4 ( 1" ( a ' a ) / 2 ) = 
а€А+ 

= ]С det(«;) У^ r(m)exp(~27ri(uj(mp),z)). (1.10) 
w€W m>0 

Здесь Д + = { а € 5 1 а2 = 2 и (а, р) < 0}U(SDV+(S)-{Q}). Пере­
менная z пробегает комплексифицированиый конус ft(V+(S)) = 
5® К + iV+fS) светового конуса V+(S). Кроме того, Борчердс 
[16], [17] доказал, что функция Ф(г) является автоморфной фор­
мой веса 12 относительно группы 0 + (Г) , где Т = U ф S — 
расширенная решетка сигнатуры (26,2). Группа 0+(Т) естест­
венно действует в эрмитовой симметрической области типа IV 

П(Т) = {Со/ С Т ® С | (w, w) = 0, (ы, aJ) < 0}о, (1.11) 

которая канонически отождествляется с Q,(V+(S)) следующим 
образом: z € П(У+(5)) определяет элемент Сшх € Ю(Т)о, где 
uz = ((z,z)/2)ei + е2 © z € Т ® С и е ь е2 — базис решетки 
U с приведенной выше матрицей Грама U. Здесь "автоморфная 
форма веса 12" обозначает, что функция Ф(Ао;2) = А~12Ф(г), 
A G С*, однородна степени -12 (это очевидно) в однород­
ном конусе^П(Т)0 над О(Г)0, и Ф(дш) = det(g)®(uj) для лю­
бых ш € П(Г)0 и д € 0 + (Т) , где 0+(Г) — подгруппа индек­
са 2 группы О (Г), сохраняющая компоненту связности (1.11) 
(отмеченную 0). 

Тождество (1.10) очень похоже на тождество (1.3) для знаме­
нателя алгебры Каца — Муди, но имеется некоторое отличие. 
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Чтобы проинтерпретировать (1.10) как тождество для знаме­
нателя алгебры Ли, Борчердс определил [13] обобщенные алгеб­
ры Каца — Муди g(Af), соответствующие более общим матри­
цам, чем обобщенные матрицы Картана. Назовем их обобщен-
ными матрицами Картана. Разница заключается в том, что 
обобщенная матрица Картана А' может иметь также неполо­
жительные вещественные числа а̂ - < 0 на диагонали и вне 
диагонали, но все ац € Z, если ац = 2. Определение обобщен­
ной алгебры Каца — Муди д(Л'), соответствующей обобщенной 
матрице Картана Л', аналогично (1.1). Следует заменить по­
следнюю строку в (1.1) на 

(ad ei)l~a^ej = (ad fi)l~~aijfj = 0, если г ф j и ац = 2, (1.12) 
и добавить соотношение 

[ef, ej] = [/i, fj] = 0, если а^ = 0. (1.13) 
Борчердс показал, что обобщенные алгебры Каца — Муди ана­
логичны обычным алгебрам Каца — Муди. Они также имеют 
тождество для знаменателя, которое имеет более общую форму, 
чем (1.3), и содержит (1.10) как частный случай. 

Тождество (1.10) является тождеством для знаменателя обоб­
щенной алгебры Каца — Муди g(-Л'), где А! — обобщенная мат­
рица Картана, равная матрице Грама А! = ((а, а')), а, Ы G Р*', 
где 

Р ' = Р U 24р U 24(2p) U • • • U 24(np) U . . . (1.14) 
— последовательность элементов решетки S. Здесь 24(пр) озна­
чает, что при определении матрицы Грама А! элемент пр бе­
рется двадцать четыре раза. Детали см. в [13]—[15]. 

В (1.14) множество Р ' , задающее А', называется множес­
твом простых корней. Оно делится на множество Р' г е = Р , 
описанное в (1.4), простых вещественных корней (они ортого­
нальны фундаментальной камере М группы Вейля W и имеют 
положительный квадрат) и совпадает с множеством простых 
корней (все они вещественны) обычной алгебры Каца — Му­
ди fl(A), задаваемой обобщенной матрицей Картана А в (1.6). 
Дополнительная последовательность 

P'im = 24p U 24(2/?) U•• • • U 24(np) U (1.15) 

в Р' (элементы Р д ш имеют нулевые квадраты) задается коэффи­
циентами Фурье суммы в тождестве (1.10). Например, 24 опре-
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деляется 24 в (1.10). Вместе Р ' г е и Рпт определяют обобщен­
ную матрицу Картана А' и обобщенную алгебру Каца — Муди 
9(А')-

Пример Борчердса очень фундаментален и красив. Он име­
ет важные приложения в математике (например, к Монстру) и 
физике (например, в Теории Струн). 

1.4. Теория лоренцевых алгебр Каца — Муди. Ана­
лизируя пример Борчердса, можно предложить общий класс ло­
ренцевых алгебр Каца — Муди (или автоморфных алгебр Каца 
- Муди) 0 , см. [4], [10], [24}-[29]. 

Берутся приведенные ниже данные (1)—(5): 
(1) Гиперболическая решетка S (т. е. целочисленная симмет­

рическая билинейная форма сигнатуры (п, 1)). 
(2) Группа отражений (или трупа Вейля) W С 0(5) , порож­

денная отражениями в корнях решетки S. Напомним, что а € S 
называется корнем, если а2 > О и <*2|2(а, S). Любой корень а 
дает отражение s a : i 4 х - (2(аг, a ) /a 2 )a , ж € 5, являющееся 
автоморфизмом решетки S. 

(3) Множество Р ортогональных корней к фундаментальной 
камере М. с C(S) группы W. Это означает, что множество 
Р корней решетки 5 должно иметь свойство^ (1.5) и должно 
быть минимально с данным свойством. Кроме того, множество 
Р должно иметь вектор Вейля р £ S ® Q, определенный равен­
ством (1.7) (правильнее называть его решеточным вектором 
Вейля). 

Основным инвариантом данных (1)—(3) является обобщен­
ная матрица Картана 

Она определяет данные (1)—(3) с точностью до очень ясного 
отношения эквивалентности и задает множество вещественных 
корней алгебры д, которую мы хотим построить. 

(4) Автоморфная (голоморфная) форма Ф(г) на эрмитовой 
симметрической области типа IV, z € П(У+(5)) = О(Г), относи­
тельно подгруппы G С 0+(Т) конечного индекса расширенной 

решетки Т = U{k) © S, где U{k) = / j ~ feY k € N. (Более 

общее определение см. в [27].) Она должна иметь разложение 
Фурье, имеющее вид тождества для знаменателя обобщенной 
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алгебры Каца— Муди с гиперболической обобщенной матри­
цей Картана, а именно: 

Ф(г) -=-= ^2 det(w)(exp(—2m(w(p),z))--
wew 

~~ ]Г\ m(a)exp(-~2m(w(p + a),z))Y (1.17) 
aeSnR++M 

где все коэффициенты т(а) должны быть целыми. Автоморфная 
форма Ф определяет множество простых мнимых корней алгеб­
ры fl. 

Как и в примере Борчердса, данные (1)—(4) задают обоб­
щенную алгебру или супералгебру (если некоторые коэффициен­
ты Фурье т(а) отрицательны) Каца — Муди д. (Определение д 
смотри ниже.) Используя автоморфные свойства Ф(г), хотелось 
бы вычислить бесконечное произведение в тождестве для: зна­
менателя 

.__ / \ mult(a) 
Ф(*) - ехр (-2тг»(Л z)) Д (1 ~ exp (-2*i(a, z))) , (1Д8) 

а€А+ 

которое дает кратности mult (а) корней а алгебры д. В случае 
супералгебры кратность mult (о:) = dim ga -j - dim ga j являет­
ся разностью размерностей четной и нечетной частей корневого 
пространства да. 

Естественно дополнительно предполагать (по крайней мере, 
чтобы иметь результаты конечности) следующее дополнитель­
ное условие: 

(5) Автоморфная форма Ф в области Q(V+($)) = .П(Т) долж­
на быть рефлективна. Это означает, что дивизор (нулей) фор­
мы Ф является объединением квадратичных дивизоров, орто­
гональных корням расширенной решетки Т. Здесь для корня 
а € Г (определение корня решетки Т то же, что и для решетки 
S) квадратичный дивизор, отрогоналъный а, равен 

Da = {Си е П(Т) | (w, а) = 0}. (1.19) 

Свойство (5) имеет место в примере Борчердса и во всех из­
вестных случаях. Кроме того, оно верно в окрестности каспа, в 
котором сходится бесконечное произведение (1.18). Таким обра­
зом, мы хотим, чтобы оно выполнялось глобально. 

Обобщенная супералгебра Каца — Муди g, соответствую­
щая данным (1)—(4), задается последовательностью Р' С S 
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простых корней. Эта последовательность делится на множес­
тво Р / г е простых вещественных корней и последовательность 
Рпт простых мнимых корней. Последовательность Рпт делит­
ся на последовательность P'j11 четных простых мнимых корней 
и последовательность Р'у11 нечетных простых мнимых корней. 
Для примитивного a G S П Ш++М с (а, а) = О нужно найти 
т(па) € Z, га € N, из тождества с формальной переменной t: 

1 - S m(ka)tk - П (*' - *я)г(пв). 
Множество Р ' г е = Р , где Р определено в данных (3). Множество 
Р / г е является четным: Р / г е = Р'~ и P ' f = 0. Полагаем 

Р Т = {т(а)а \aeSf) R++.M, (в, а) < 0 и т(а) > 0} U 
U {г(а)а |. а € 5. П Ш++М, (а, а) = 0 и г (а) > 0}; 

-Р'Г = {~т(—> | а € Sn«++jVf, (а,а) < 0 и т(а) < 0} U 
U {т(а)а \aeSD R++X, (а, а) = 0 и т{а) < 0}. 

Обобщенная супералгебра Каца — Муди д является супералгеб-
рой Ли, порожденной hr, ег, / г , где г G Р' . Все образующие hr 
четны, образующие еГ7 fr четны (соответственно нечетны), ес­
ли г четно (соответственно нечетно). Они имеют определяющие 
соотношения 1)—5), приведенные ниже. 

1) Отображение г н», hr для г G Р ' задает вложение 5 ® С в 
0 как абелевой. подалгебры (она четна). 

2) [hr,er>] = (г, г')ег/ и [Лг,/Л = -(г, г')/Г ' . 
3) [er, / r/] = hTl если г = г\ и равно 0, если г ^ г'. 
4) ( a d e , ) 1 - 2 ^ ' ) / ^ ) ^ = (ad / r ) 1 - 2 ^^) /^ ' ) / ^ . = 0, 

если г ф rf ж (г, г) > 0 
(эквивалентно, г € Р / г е ) . 

5) Если (г, г') = 0, то [ег, ег/] = [/г, /г,] = 0. 
По поводу деталей см. [13], [24], [25], [27], [40]. Отметим, что 

это определение эквивалентно определению из п. 1.3, использу--
ющему обобщенную матрицу Картана, задаваемую последова­
тельностью Р1. 

Обобщенные супералгебры Каца — Муди д, задаваемые дан­
ными (1)—(5), составляют теорию лоренцевых алгебр Каца ~ 
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Муди {или автоморфных лоренцевых алгебр Каца — Муди), ко­
торые мы рассматриваем. 

В силу (4) они имеют свойство, аналогичное свойству (II) 
для конечных или аффинных алгебр: их тождество для зна­
менателя дает автоморфную форму. Для лоренцева случая 
это автоморфная форма на эрмитовой симметрической области 
типа IV. 

Что можно сказать по поводу аналога свойства (I) для ко­
нечных и аффинных алгебр Каца — Муди? Как много имеется 
данных (1)—(5)? 

Далее предположим, что г к 5 > 3. Это условие можно по­
нимать как рассмотрение лоренцевых аналогов нетривиальных 
конечномерных полупростых алгебр Ли. Если ikS = 1, 2, то 
классификация данных (1)—(5) другая и, по-видимому, более 
проста. 

Теорема 1. Если rk.5 ^ 3, то множество возможных дан­
ных (1)—(3) в данных (1)—(4) конечно, если (р, р) < 0, и "в\ су­
щественном конечно", если (р, р) = 0. Неравенство (р, р) > 0 
невозможно. 

Здесь "в существенном конечно" означает, что множество 
может быть бесконечно, но имеется очень ясное его описание. 
Например, множество возможных диаграмм Дынкина типа Ап 
бесконечно, но мы очень ясно себе его представляем. 

Ключевой момент в доказательстве теоремы 1 заключается в 
том, что данные (1)—(4) дают (р, р) •-$ 0 и фундаментальная ка­
мера АЛ имеет конечный, если (р, р) < 0, и " почти конечный", 
если (р, р) < 0, объем (см. [10], [27]). (Здесь "почти конечный" 
обозначает то же, что в примере Борчердса.) Тогда число воз­
можных решеток корней S конечно. Это следует из результатов 
автора [7], [8], [10] и Э.Б. Винберга [1]. Если дополнительно су­
ществует вектор Вейля р для Р , то имеется конечность, если 
(р, р) < 0, и в существенном конечность, если (р, р) = 0, мно­
жеств групп Вейля W, фундаментальных камер М (с точнос­
тью до действия W) и множеств ортогональных коней Р к А*!, 
см. [10]. Это дает конечность и в существенном конечность соот­
ветственно множества возможных обобщенных матриц Картана 
А в (1.16), соответствующих простым вещественным корням. 

Отсюда следует, что в принципе можно классифицировать 
все возможные данные (1)—(3) в данных (1)—(4). (Для ikS = 
1, 2 подобная классификация тривиальна.) Это делает теорию 
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лоренцевых алгебр Каца — Муди очень похожей на теории ко­
нечных и аффинных алгебр Каца — Муди. 

Было бы хорошо иметь результаты конечности также для 
данных (4), (5). Недавно были получены некоторые частные ре­
зультаты конечности [27], [39], которые показывают, что авто-
морфные формы Ф(г) в (4) и (5) чрезвычайно редки. Это делает 
очень вероятным следующее утверждение. 

Гипотеза 2. Если ikS ^ 3, то множество возможных дан­
ных (4), (5) в существенном конечно, 

Причина, по которой ожидается утверждение гипотезы 2, ос­
нована на принципе Кгхера (например, см. [12]): Любая голо­
морфная автоморфная форма на эрмитовой симметрической об­
ласти Q должна иметь нули в ft, если dim ft - dimfioo ^ 2-

Применяя этот принцип к ограничению <&|fi(Ti) рефлек­
тивной автоморфной формы Ф решетки Т на все подобласти 
ft(T\) С Й(Г), где Т\ С Т -— подрешетка сигнатуры (&, 2), по­
лучаются очень сильные условия на решетку Г, если она имеет 
рефлективную автоморфную форму Ф. Это было продемонстри­
ровано в [39]. 

Предполагаем, что гипотеза 2 очень интересна. С нашей точ­
ки зрения, теория рефлективных автоморфных форм на облас­
тях Q(T) типа IV, где Т — решетка сигнатуры (п, 2), "анало­
гична" (Зеркально Симметрична) теории групп отражений W с 
фундаментальной камерой конечного или почти конечного объ­
ема гиперболических решеток 5, см. [26]-[29], [39]. 

Было бы интересно классифицировать (или описать) гипо­
тетически "конечное множество" данных (1)—(5). Даже конеч­
ное множество может иметь очень интересную структуру. В ре­
зультате получим некоторую теорию лоренцевых алгебр Каца 
— Муди, которую можно рассматривать как гиперболический 
аналог теорий конечных и аффинных алгебр Каца — Муди. 

В заключение опишем небольшой фрагмент этой классифи­
кации, полученный в [4], [27], [28]. 

Имеется ровно 12 обобщенных матриц Картана данных (1)— 
(3) в (1)—(4), которые симметричны, имеют ранг 3, имеют век­
тор Вейля р с (р, р) < 0 и некомпактный фундаментальный 
многогранник М (имеется еще 4 матрицы с компактным М). 
Эти двенадцать матриц приведены ниже. 
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Список всех симметричных гиперболических 
обобщенных матриц Картана ранга 3 с некомпактным 

М и vol(AI) < оо, имеющих решеточный вектор Вейля р 

М,о 
2 - 2 - 1 \ ' / 2 - 2 - 2 \ 

- 2 2 - 1 , А\ Ц = ~2 2 - 2 , 

- 2 - 6 - 6 - 2 \ 
2 0 - 6 - 7 \ , / 2 - 2 - 2 \ 
О 2 - 2 - 6 1 ; Л 2 , 0 = - 2 2 0 , 

- б - 2 2 0 I ' \ ~ 2 0 2) 

Агм = 
' 2 - 2 - 6 - 2 ' 

- 2 2 - 2 - 6 
- 6 - 2 2 - 2 

V - 2 - 6 - 2 2 , 
16 - 1 8 - 1 4 - 8 0 \ 
-8 - 1 4 - 1 8 - 1 6 - 8 х 

-2 - 8 - 1 6 - 1 8 - 1 4 
2 0 - 8 - 1 4 - 1 8 

- 1 8 - 1 4 - 8 0 2 - 2 - 8 - 1 6 
- 1 4 - 1 8 - 1 6 - 8 -~2 2 0 - 8 
- 8 -16 - 1 8 - 1 4 - 8 0 2 - 2 . 

0 - 8 - 1 4 - 1 8 -16 - 8 - 2 2 / 
' 2 - 2 - 5 - 1 N 

- 2 2 - 1 - 5 
- 5 - 1 2 - 2 
- 1 - 5 - 2 2 , 

A 3 ' o = (=L? = 0 r Лзд= 

-Азл = 

2 -.2 - 1 0 - 1 4 - 1 0 - 2 \ 
-2 2 - 2 - 1 0 - 1 4 - 1 0 * 

- 1 0 - 2 2 - 2 - 1 0 - 1 4 
-14 - 1 0 - 2 2 - 2 - 1 0 

- 1 0 - 1 4 - 1 0 - 2 2 - 2 
- 2 - 1 0 - 1 4 - 1 0 - 2 2 

-^ЗДИ = 

2 - 2 - 1 1 - 2 5 - 3 7 - 4 7 - 5 0 - 4 6 
- 2 2 - 1 - 1 1 - 2 3 -37 -46 - 5 0 

- 1 1 - 1 2 - 2 - 1 1 - 2 5 - 3 7 - 4 7 
- 2 5 - 1 1 - 2 2 - 1 - 1 1 - 2 3 - 3 7 
- 3 7 - 2 3 - 1 1 - 1 2 - 2 -11 - 2 5 
_47 - 3 7 - 2 5 - 1 1 - 2 2 - 1 - 1 1 
- 5 0 - 4 6 - 3 7 - 2 3 - 1 1 - 1 2 - 2 
- 4 6 - 5 0 - 4 7 - 3 7 - 2 5 - 1 1 - 2 2 
- 3 7 - 4 7 - 5 0 - 4 6 - 3 7 - 2 3 - 1 1 - 1 
- 2 3 - 3 7 - 4 6 - 5 0 - 4 7 - 3 7 - 2 5 - 1 1 

. - 1 1 - 2 5 - 3 7 - 4 7 - 5 0 -46 - 3 7 - 2 3 
\ _ i _ п _23 - 3 7 - 4 6 -50 - 4 7 - 3 7 

:Л\ - 3 7 - 2 3 - 1 1 - 1 
- 4 7 - 3 7 - 2 5 
- 5 0 - 4 6 - 3 7 - 2 3 
- 4 6 - 5 0 - 4 7 - 3 7 
- 3 7 - 4 7 - 5 0 - 4 6 
- 2 3 - 3 7 -46 - 5 0 
- 1 1 - 2 5 -37 - 4 7 
- 1 - 1 1 - 2 3 - 3 7 

2 - 2 -11 - 2 5 
- 2 2 - 1 - 1 1 

- 1 1 - 1 2 - 2 . 
- 2 5 - 1 1 - 2 2 / 

Во всех этих случаях фундаментальная камера Л4 являет­
ся замкнутым многоугольником на гиперболической плоскости 
с углами соответственно: 
Ah0 : тг/2, 0, тг/3; Аи : О, тг/3, тг/3; Л1Д1 : 0, 0, 0; 
Ахщ: 0, тг/2,0, тг/2,0; 
Л.2,0 : 0, тг/2,0; А2Л : 0, тг/2, 0, тг/2; A2fn : 0 ,0 ,0 ,0 ; 
А2,т : 0, тг/2, 0, тг/2, 0, тг/2, 0, тг/2; 
Аг,0: 0, тг/3, 0; Л3д : 0, тг/3, 0, тг/3; А3,ц : 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ; 
-Аздп : 0, тг/3, 0, тг/3, 0, тг/3, 0, тг/3, 0, тг/3, 0, тг/3. 
Все эти многоугольники касаются окружности с центром R++p, 
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где р — вектор Вейля. Это показывает геометрический смысл 
вектора Вейля. 

^Для 9 обобщенных матриц Картана A{J, соответствующих 
г - 1, 2, 3 и[ j - О, I, II, построены автоморфные формы Ф 
для данных (4), (5) и, в частности, построены соответствую­
щие (автоморфные) лоренцевы алгебры Каца — Муди, найдены 
f i l P ^ w e H r B б е с к о н е ч н о е произведение (1.18). См. [4], [24], 
[Щ, [27], [28]. Интересно, что некоторые из этих автоморфных 
форм были хорошо известны. Например, автоморфная форма Ф 
для А1Д является классической. Она имеет вес 5 и является 
произведением всех четных тэта-констант рода два (их десять). 
Она автоморфна относительно Sp4(Z) с некоторым квадратич­
ным характером и дает дискриминант модулей кривых рода 2. 
Автоморфная форма Ф для Alfi имеет вес 35 и автоморфна отно­
сительно S.p4(Z). Эта автоморфная форма была найдена Игузой 
более 30-ти лет назад и является 5р4(2)-автоморфной формой 
наименьшего нечетного веса. Для обеих этих автоморфных форм 
оыли найдены разложения в бесконечные произведения (1.18), 
которые не были известны. Здесь мы используем изоморфизм 
Зиг^лГ о Т г И Р а З М е р Н О С Т И т р и с -***—— полуплоскостью 

Все другие автоморфные формы Ф для обобщенных матриц 
ртана ^ - . о - А и не были известны. Приведем одну из них. 

Г о ? т о Г Т ? Г Р ф Н З : Ю Ф ° Р М У Ф ДЛЯ Лз,Н. Для этого случая 
Т - 2С/(12) ф (2) = ЩЩ ф S, где S = Щ12) ф (2) дает данное 
(1). Используем базис / 2 , / 3 , /_ 2 р е ш е т к и s с м а т р и ц е й Г р а м а 

и с соответствующими координатами Zl,z2,z3 в пространстве 
6 ®С. Группа Вейля W в данных (2) порождена отражениями 
во всех элементах с квадратом 2 решетки S. Множество Р в 
данных (3) равно 

Р = {-ч - (0,1,0), а2 = (0,-1,1), а3 = (-, _ 5 , 2 ) , а4 = (2, -7 ,2 ) , 
«5 = (2,-5,1), а 6 = (1 , -1 ,0)} . 

Оно имеет матрицу Грама -43jII. Вектор Вейля о = (1 - I 1) 
Автоморфная форма Ф является автоморфной касп формой А[ 
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относительно группы G = 0+(Т) с некоторым характером по­
рядка 6. Она имеет наименьший возможный вес 1, разложение 
Фурье и разложение в бесконечное произведение 

Al(~l ,22 ,23) = 

-Е Е ( т ) ( г ) - 1 > /6 r / /2 s m/6 _ 

n,m=l mod 6 
4nm-3/2=M2 (1.20) 

= g l / 6 r l / 2 e l / 6 Д ( l — g V 5
m ) / 3 ( n m ' ° , 

n,l,m eZ 
(n,l,rn) >0 

где g = exp (247nzi), r = exp (&mz2), s = exp (247гг,гз) и 

- 4 \ __ J ±1 , если Z = ±1 mod 4, 
/ / 1 0, если Z _= 0 mod 2; 

G8-
1, если М = ±1 mod 12, 

—1, если М = ±5 mod 12, 
0, если (M,12) ^ 1; 

( T ) -
±1, если a = ±1 mod 6, 

0, если (a, б) ф 1 . 
i 

Кратности / з (пт , ! ) бесконечного произведения определяются 
слабой формой Якоби фо^(т,г) =- Yln^o1iezh(n^)Qnrl в е с а 0 и 

индекса 3 с целыми коэффициентами Фурье: 

<£о,з (г, z) = 

= г"1 Г Д (1 + gn"1r)( l -f g V " l ) ( l - q2n-lr2)(l - q2n~lr~2)) , 

(1.21) 

где g = exp (2?ггт), im r > 0, и r = exp (27riz). Дивизор формы Aj 
является суммой с кратностями один всех квадратичных диви­
зоров, ортогональных элементам решетки Т с квадратом 2. Эти 
данные 5, W, Р и Ai определяют обобщенную лоренцеву супер­
алгебру Каца — Муди g с тождеством для знаменателя (1.20). 
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Д л я построения автоморфной формы Ai используется ариф­
метический подъем форм Якоби на эрмитовы симметрические 
области типа IV, построенный в [4], [24]-[26] (это дает постро­
ение ф о р м ы Д х в виде разложения Фурье в (1.20)). Для разложе­
ния A i в бесконечное произведение (1.20) используется подъем 
Борчердса [17], который является экспоненциальным аналогом 
арифметического подъема. Детали см. в [28]. 

1 .5 . Ф и з и ч е с к и е приложения. Рассмотренные выше ло­
р е н ц е в ы алгебры Каца — Муди и соответствующие автоморф­
ные ф о р м ы Ф нашли очень интересные приложения в физике: 
Т е о р и и Струн, Зеркальной Симметрии и др. Отошлем читателя 
к хорошему обзору [36} и имеющимся в нем ссылкам. Например, 
см. [18], [19], [21], [30], [31], [34], [35]. Грубо говоря, лоренцевы 
а л г е б р ы К а ц а — Муди связаны с симметриями фундаменталь­
н ы х физических теорий. 

1-6. И н т е р е с н а я проблема. В приведенных выше данных 
(1)—(5) очень важно существование вектора Вейля р € S <Э Q 
(или решеточного вектора Вейля). Это эквивалентно рассмот­
р е н и ю автоморфных форм Ф на эрмитовых симметрических об­
л а с т я х т и п а IV. Было бы интересно расширить данную теорию 
лоренцевых алгебр Каца — Муди на случаи, когда решеточ­
н ы й в е к т о р Вейля р не существует. По-видимому, в более общем 
с л у ч а е следует рассматривать автоморфные формы в некотором 
более общем смысле. С другой стороны, эта более общая теория 
п о т е р я е т некоторые свойства конечности. Это было бы жалко. 
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