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Краткая аннотация: Приводятся результаты исследований в области ал-
гебраической геометрии, теории категорий, теории чисел, комплексной гео-
метрии, дифференциальной геометрии, теории динамических систем и гео-
метрической теории представлений.

Основные темы исследования — геометрическая терия представлений,
арифметическая алгебраическая геометрия, модулярные формы в алгеб-
раической геометрии и топологии, бесконечномерные алгебры Ли и авто-
морфные формы в зеркальной симметрии и в теории особенностей, гомоло-
гические и мотивные методы в некоммутативной геометрии, производные
каытегории, классическая геометрия и специальмые многообразия.

Результаты носят теоретический характер и являются существенно но-
выми. Возможны приложения к теоретической физике, дифференциальной
геометрии, теории чисел и задачам классификации комплексных многооб-
разий.
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1. Введение
В течение 2016 года Лаборатория алгебраической геометрии и ее прило-
жений провела 3 школ и школы-конференции, в т.ч. 6-ю летнюю мате-
матическую школу “Алгебра и геометрия” в г.Ярославле, а также школу
“Введение в бирациональню геометрию”, которая предваряла междуна-
родную школу-конференцию “Группы бирациональных автоморфизмов”.
Школа была рассчитана на студентов младших курсов бакалаврита и
это был первый опыт Лаборатории проведения такого рода меропри-
ятий. Кроме того, лаборатория провела 6 конференций, часть из кото-
рых совместно с другими научными центрами - факультетом математики
НИУ ВШЭ, Математическим институтом им В.А.Стеклова, Лаборато-
рией Понселе и рядом других. В лабораторию на стажировку приезжал
студент магистратуры Эколь Политекник (г.Париж, Франция) Мануэль
Жером Голик. Научный руководитель стажировки - С.О.Горчинский.
Продолжал свою работу еженедельный семинар факультета математи-
ки (руководители семинара: Е.Ю.Америк, М.С.Вербицкий). С доклада-
ми на семинаре выступали сотрудники лаборатории, факультета мате-
матики, сотрудники российских научных центров, приглашенные специ-
алисты из ведущих мировых научных и учебных центров.

По результатам проводимых в 2016 году научных исследований со-
трудниками лаборатории было опубликовано 38 статей в ведущих за-
рубежных и российских журналах, индексируемых в базах WoS и/или
Scopus, а также 4 публикации в иных научных изданиях.

Сотрудники лаборатории принимали участие в научных конференци-
ях, семинарах и воркшопах, где выступили с 57-ю докладами, в которых
представили результаты своих исследований в лаборатории.

Сотрудники лаборатории продолжали вести активную педагогиче-
скую работу, ими были прочитаны курсы на факультете математики
НИУ ВШЭ, в Независимом Московском Университете, НОЦ МИАН,
программе Math in Moscow, на школах для студентов, проводимых как
лабораторией, так и крупным международными научными и учебными
центрами. Часть курсов была прочитана впервые.

В течение 2016 года было сотрудниками лаборатории было защищено
2 кандидатские диссертации:

• Наталья Гончарук “Диффеоморфизмы окружности и комплексная
динамика"

• Евгений Македонский “Некоторые классы циклических модулей над
алгебрами Ли”

– 11 –



Лаборатория алгебраической геометрии и ее приложений Годовой отчет (2016)

Научная деятельность сотрудников лаборатории была отмечена раз-
личными премиями и наградами:

• Ф.А.Богомолову было присвjено почетное звание Silver Professor
New York University

• А.Г. Кузнецов избран членом-корреспондентом РАН

• Д.Б. Каледину, А.Г. Кузнецову и Н.А. Тюрину было присвоено зва-
ние Профессор РАН

• А.И. Ефимов стал победителем конкурса Московского математиче-
ского общества

• П.А. Сечин, Р.Ш. Абугалиев и В.В. Крылов стали лауреатами кон-
курс Мёбиуса (учрежден в 1997 году для выявления лучших сту-
денческих и аспирантских научных работ по математике и для ока-
зания финансовой поддержки их авторам при продолжении их на-
учной работы в России.)

• А.А.Петров стал Арнольдовским стипендиатом НИУ ВШЭ (сти-
пендия назначается на один учебный год, стипендиатом может стать
студент 4-го курса бакалавриата факультета математики).

• А. А. Ионов, Б.К. Завьялов, А.А. Петров, Р.Ш. Абугалиев стали
Добрушинскими стипендиатами в в 2016 году (присуждаются каж-
дый семестр лучшим студентам старших курсов (начиная с 5-го
семестра) московских ВУЗов, показавшим отличную успеваемость
и первые научные успехи).

• П.А. Сечин стал одним из победителем конкурсе стипендий Сай-
монса для студентов и аспирантов математиков 2016 года.

Были получены значительные результаты по основным темам, заяв-
ленным на 2015-й год:

1) Производные категории

2) Гомологические и мотивные методы в некоммутативной геометрии

3) Специальные многообразия
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4) Классическая геометрия

5) Геометрическая теория представлений

6) Арифметическая геометрия

7) Модулярные формы в алгебраической геометрии и топологии и бес-
конечномерные алгебры Ли и автоморфные формы в зеркальной
симметрии и в теории особенностей

Результаты работ по этим темам составляют содержание настоящего
отчета.
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2. Производные категории

2.1. Производные категории многообразий Гушеля--
Мукаи

Многообразие Гушеля–Мукаи — это трансверсальное пересечение кону-
са над Грассманианом Gr(2, 5) с линейным пространством и квадрикой.
Размерность таких многообразий варьируется от 2 до 6, а их свойства
оказываются тесно связанными с четностью размерности.

В работе [13], написанной директором Лаборатории А. Кузнецовым
совместно с Э. Перри, изучаются производные категории многообразий
Гушеля–Мукаи. Для многообразия X размерности n строится полуорто-
гональное разложение производной категории

D(X) = 〈AX ,OX ,U
∨
X , . . . ,OX(n− 3),U∨X(n− 3)〉,

состоящее из 2(n − 2) исключительных векторных расслоений (UX обо-
значает ограничение тавтологического расслоения с Грассманиана) и ка-
тегории AX , оказывающейся наиболее интересной частью производной
категории. Кузнецов и Перри вычисляют функтор Серра категорийAX и
доказывают, что для четного n категория AX является некоммутативной
K3-поверхностью, а при нечетном n — некоммутативной поверхностью
Энриквеса. Они также вычисляют основные алгебраические инварианты
категорий AX : гомологии и когомологии Хохшильда и численную группу
Гротендика.

Они обсуждают связь свойств категорииAX с бирациональными свой-
ствами сногообразий Гушеля–Мукаи, которые особенно интересны в раз-
мерностях 3 и 4, а также связь между категориями AX разных много-
оборазий Гушеля–Мукаи. В частности, Кузнецов и Перри формулируют
гипотезу о двойственности, утверждающую, что категории AX соответ-
ствующие обобщенно двойственным многооборазиям Гушеля–Мукаи (то
есть многообразиям, которые задаются двойственными лагранжевыми
попространствами в Λ3C6 и имеют одинаковую четность размерности)
эквивалентны. Гипотеза о рациональности утверждает, что гладкое че-
тырехмерное многообразие Гушеля–Мукаи рационально тогда и только
тогда, когда некоммутативная K3-поверхность AX на самом деле ком-
мутативна. Эта гипотеза аналогична гипотезе о рациональности четы-
рехмерной кубики и является частным случаем более общей гипотезы о
категорной компоненте Клеменса–Гриффитса.
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Значительная часть работы посвящена анализу двух интересных се-
меств четырехмерных многооборазий Гушеля–Мукаи. Первое — это се-
мейство многообразий X обобщенно двойственных к поверхностям S
Гушеля–Мукаи. Гипотеза двойственности предсказывает для таких мно-
гообразий эквивалентность категории AX и производной категории со-
ответствующей поверхности S, а гипотеза рациональности — их раци-
ональность. Они проверяют, что для общего такого многообразия оба
предсказания выполнены, получая тем самым некоторое подтверждение
наших гипотез.

Для проверки рациональности Кузнецов и Перри строют на X струк-
туру расслоения на поверхности дель Пеццо степени 5 над проективной
плоскостью — рациональность X следует из теоремы Энриквеса о рацио-
нальности поверхности дель Пеццо степени 5 над любым полем. Для опи-
сания категории AX они изучают проективизацию расслоения UX на X.
Оно обладает структурой расслоения на поверхности дель Пеццо степени
5 над P3. Производя послойную проективную двойственность, получаем
пятилистное накрытие P3, которое оказывается изоморфно проективиза-
ции тавтологического расслоения над S. Пользуясь гомологической про-
ективной двойственностью для Gr(2, 5), они устанавливают связь между
производными категориями этих двух многообрязий. Выполняя некото-
рую последовательность перестроек, мы в результате отождествляем ка-
тегорию AX с производной категорией поверхности S.

Второе семейство — четырехменые многообразия Гушеля–Мукаи со-
держащие плоскость определенного вида. Кузнецов и Перри доказыва-
ют, что такие многообразия бирациональны четырехмерным кубикам,
а их категории AX эквивалентны аналогичным категориям для кубик.
Тем самым, устанавлвается связь между гипотезами рациональности для
многообразий Гушеля–Мукаи и четырехмерных кубик.

2.2. Линейные пространства на многооборазиях Гу-
шеля–Мукаи и их периоды

В работе [6], написанной Оливье Дебарром в соавторстве с директором
Лаборатории Александом Кузнецовым изучаются схемы Гильберта пря-
мых F1(X), плоскостей F2(X) и трехмерных пространств F3(X) на мно-
гообразиях Гушеля–Мукаи. Всякое многооборазие Гушеля–Мукаи X за-
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дается так называемыми лагранжевыми данными

A ⊂ Λ3V6, V5 ⊂ V6,

где V6 — фиксированное шестимерное пространство, A — лагранжево
подпространство, а V5 — гиперплоскость. Оказывается, схемы Гильберта
Fk(X) тесно связаны со стратификациями Айзенбада–Попеску–Уолтера
(EPW-stratifications) Y ≥`A ⊂ P(V6) и Z≥` ⊂ Gr(3, V6) и их пересечениями
с P(V5) и Gr(3, V5) соответсвенно. В частности, если X — обыкновен-
ное четырехмерное многообразие Гушеля–Мукаи (с некоторыми явными
условиями общности), то существует малое разрешение особенностей

F1(X)→ Ỹ ≥1
A ×P(V6) P(V5),

где Ỹ ≥1
A — двойная EPW-секстика, расслоенное произведение имеет две

обыкновенные двойные точки, а при разрешении над каждой из них
вклеивается проективная прямая.

Аналогично, если X — общее (опять же с явными условиями общно-
сти) шестимерное многооборазие Гушеля–Мукаи, то существует локаль-
но тривиальное в этальной топологии P1-расслоение

F σ
2 (X)→ Ỹ ≥1

A ×P(V6) P(V5),

где F σ
2 (X) ⊂ F2(X) — связная компонента, параметризующая так назы-

ваемые σ-плоскости.
Пользуясь универсальными семествами над схемами Гильберта F1(X)

и F σ
2 (X) мы доказываем, что целочисленная поляризованная структура

Ходжа в примитивных средних когомологиях четырех и шестимерно-
го многообразия Гушеля–Мукаи изоморфна (с точностью до подкрутки
на знак) целочисленной структуре Ходжа во вторых примитивных кого-
мология двойной EPW-секстики Ỹ ≥1

A с поляризацией заданной формой
Бовиля–Богомолова.

Полученные результаты используются для описания отображения пе-
риодов из многообразия модулей четномерных многообразий Гушеля–
Мукаи в пространство периодов, совпадающее с пространством перио-
дов двойных EPW-секстик. В частности, Кузнецов и Дебарр проверяют,
что отображение периодов четномерных многообразий Гушеля–Мукаи
пропускается через отображение периодов двойных EPW-секстик. Вви-
ду теоремы Торелли для гиперкэлеровых многообразий, доказанной со-

– 16 –



Лаборатория алгебраической геометрии и ее приложений Годовой отчет (2016)

трудником Лаборатории М. Вербицким (а двойные EPW-секстики ги-
перкэлеровы), отсюда получается описание слоев отображения периодов
для многообразий Гушеля–Мукаи.

2.3. Размерность Серра конечномерных алгебр

Как хорошо известно, неособое прооективное алгебраическое многооб-
разие не всегда однозначно восстанавливается по ограниченной произ-
водной категории когерентных пучков на многообразии. Однако размер-
ность многообразия однозначно определяется по производной категории.
Один из способов вычислить размерность dim(X) многообразия X, ис-
ходя из категории Db(coh(X)), — воспользоваться итерациями функтора
Серра . Дейстивтельно, функтор Серра SX на Db(coh(X)) задается под-
круткой на канонический пучок и сдвигом на dim(X). Поэтому итерации
SnX сдвигают любой комплекс влево со “скоростью”, равной dim(X). Это
наблюдение можно формализовать, определив для любой триангулиро-
ванной категории с функтором Серра соответствующую величину, ко-
торая и называется размерностью Серра. На языке размерности Серра
можно переформулировать различные вопросы. Так, например, гипотеза
о том, что производная категория многообразия большей размерности не
может быть допустимой подкатегорией в производной категории много-
образия меньшей размерности допускает обобщение: триангулированная
категория большей размерности Серра не может быть допустимой под-
категорией в триангулированной категории меньшей размерности Серра.

Сотрудник Лаборатории А. Елагин (совместно с В. Лунцем) занимал-
ся изучением размерности Серра для производных категорий модулей
над конечномерными алгебрами. Были определены верхняя и нижняя
размерности Серра, что соответствует скорости движения влево левого
и правого концов бимодуля Серра соответственно. В отличие от геомет-
рической ситуации, вообще говоря, эти размерности не равны. Было по-
казано, что для нижней размерности Серра утверждение о монотонности
размерности в полуортогональных разложениях неверно. Была установ-
лена связь между размерностью Серра и энтропией функтора Серра,
определенной Димитровым, Хайденом, Кацарковым и Концевичем. Бла-
годаря этому было доказано существование размерности Серра, а также
вычислена размерность Серра для алгебр путей упорядоченных колча-
нов. Изучалась связь между размерностью Рукье и размерностью Серра,
в связи с чем была вычислена размерность Рукье для ряда конечномер-
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ных алгебр: в том числе для колчана Бондала и для проективных прямых
с орбифолдной структурой.

2.4. Тилтинг генераторы для бирациональных морфиз-
мов относительной размерности 1

Сотрудник Лаборатории Алексей Бондал занимался вопросами описа-
ния производных категорий когерентных пучков гладких многообразий
при помощи некоммутативных разрешений и бирациональной геомет-
рии. Подход основан на интерпретации бирациональных раздутий мно-
гообразий при помощи пучков некоммутативных алгебр на раздуваемом
многообразии. Подходящий пучок алгебр, построенный по бирациональ-
ному морфизму, позволяет описывать производную категорию раздутого
многообразия как производную категорию модулей над этим пучком ал-
гебр. Чтобы построить пучок алгебр, необходимо найти относительный
тилтинг-генератор на раздутом многообразии, который порождает кате-
горию локально по раздуваемой базе.

Такой подход был реализован для бирациональных флопирующих
стягиваний М. Ван ден Бергом в случае стягиваний со слоями размер-
ности не более 1. Для начала Ван ден Берг строил локальный тилтинг-
генератор в окрестности каждой точки базы, а затем склеивал по базе
полученные генераторы. Проблема заключалась в том, что конструкция
локального генератора Ван ден Берга была неканонической, что вызва-
ла различные затруднения при склеивании генераторов по базе в единый
относительный тилтинг-генератор и ряд ограничений применимости кон-
струкции.

А. Бондал в совместной работе с А. Бодзентой рассмотрели морфиз-
мы гладких многообразий со слоями размерности не более 1. Благодаря
известной теореме Данилова, такой морфизм особенно хорошо устроен
с точки зрения программы минимальных моделей — он разлагается в
композицию раздутий гладких подмногообразий коразмерности 2. Ис-
пользуя этот факт, А. Бондал и А. Бодзента построили канонический
относительный генератор для таких морфизмов и тем самым получили
описание производной категории в терминах алгебры эндоморфизмов ге-
нератора, спущенной на базу. Замечательной особенностью конструкции
является то, что построенный генератор имеет неожиданно простую фор-
му — он является прямой суммой канонического пучка и его ограничений
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на дивизоры дискрепантности для промежуточных раздутий.
Доказательство того, что такой объект является тилтинг-генератором,

основано на детальном изучении частично упорядоченного множества
промежуточных раздутий. Эти раздутия позволяют определить филь-
трацию в производной категории основного раздутого многообразия, ко-
торая обладает рядом замечательных свойств, в частности доказано, что
она является строгой в смысле ортогональности несравнимых элементов
фильтрации по модулю их пересечений.

Так как с относительным тилтинг-генератором непосредственно свя-
зана определенная t-структура на производной категории многообразия,
то необходимо было понять происхождение t-структуры построенного ка-
нонического генератора. Ван ден Берг строил свой генератор так, чтобы
он был связан с одной из t-структур, построенных ранее Томом Бридж-
лэндом при доказательстве производной гипотезы о флопах Бондала-
Орлова в размерности 3.

Используя операцию склеивания t-структур при помощи строгой филь-
трации построена t-структура, для сердцевины которой канонический
тилтинг-генератор является локальным инъективным генератором. Эта
t-структура не является ни одной из t-структур Бриджлэнда, но тем не
менее обладает рядом замечательных свойств. Она ограничивается до t-
структуры на нуль-категории морфизма, что позволяет построить кано-
нический относительный тилтинг-генератор этой нуль-категории. Кро-
ме того, t-структура хорошо согласована с двойственностью Гротенди-
ка и допускает альтернативную конструкцию склейки при помощи дру-
гой строгой фильтрации. Построенная теория и достигнутое в работе
Бодзенты–Бондала понимание для бирациональных морфизмов гладких
многообразий со слоями размерности не более 1 дают твердую основу
и позволяют двигаться дальше в построении относительных тилтинг-
генераторов для морфизмов более высокой относительной размерности.

2.5. Производные категории однородных пространств

Этот раздел посвящен работам сотрудника Лаборатории И. Ждановско-
го, который изучает геометрию однородных многообразий в связи с про-
изводной геометрией и геометрической теорией представлений.

В классической теории представлений хорошо известны и изучены по-
лупростые алгебраические группы серии С, т.е. группы линейных преоб-
разований векторного пространства, наделенного невырожденной сиплек-
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тической формой. Напомним, что алгебраическая геометрия позволя-
ет строить неприводимые представления полупростых алгебраических
групп как пространства глобальных сечений линейных расслоений на
пространствах флагов и, немного шире, эквивариантных векторных рас-
слоений на многообразиях частичных флагов, в т.ч. грассманианах. В
свою очередь, геометрия рациональных однородных пространств тесно
связана с теорией представлений соответствующих параболических под-
групп.

Нами было продолжено изучение сплетения теории представлений и
современной алгебраической геометрии в задаче о строении производ-
ных категорий однородных пространств для групп серии С. К текущему
моменту уже стало известно, что совершенно не достаточно ограничи-
ваться неприводимыми расслоениями/представлениями для построения
множества исключительных объектов в данных категориях. Детальное
изучение известных примеров для малых значений размерности, позво-
лило сформировать существенно новую точку зрения на поставленную
задачу. Еще в конце 90х годов Проктором было подмечено, что разумную
теорию представлений можно развить для (нередуктивных) групп ли-
нейных преобразований, сохраняющих кососимметрическую форму про-
извольного ранга. К сожалению, данная теория остается плохо изучен-
ной.

Нередуктивные симлектические группы легли в основу нового подхо-
да к изучению расслоений на изотропных грассманианах. Рассматривая
расслоение ортогоналов как расслоение с вырожденной формой, удалось
изучить естественный класс неразложимых эквивариантных векторных
расслоений, в терминах которых были построены двойственные исклю-
чительные наборы к некоторым естественным исключительным блокам.
Кроме того, используя определенные коплексы векторных расслоений на
проективном пространстве с формой, которые естественно считать обоб-
щением комплекса Кошуля, удалось получить явное описание некоторых
перестроек объектов в производных категориях изотропных грассмани-
анов.

В рамках изучения нередуктивных симплектических групп и их связи
с современной алгебраической геометрией было инициировано исследо-
вание строения производных категорий векторных расслоений на грас-
сманианах при условии, что пространство нечетномерно и наделено фик-
сированной кососимметрической формой максимального ранга. Особое
внимание уделялось субмаксимальному случаю (максимальный случай
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совпадает с четномерным и является вырожденным). В частности, уда-
лось построить семейства исключительных объектов, предположительно
содержащихся в первом блоке некоторого минимального лефшецева раз-
ложения производной категории.

В работах [2], [3] был исследован так называемый некоммутативный
операторный граф Lθ, θ ∈ C∗, введенный М.Е.Широковым для постро-
ения каналов с положительной квантовой емкостью, имеющих нулевую
n - кратную квантовую емкость. Этот пример иллюстрирует явление
суперактивации квантового канала. Мы изучаем появляющиеся ассоци-
ативные алгебры, их теорию представлений и вырождения.

Другим объектом изучения и применения методов алгебраической
геометрии являлись так называемые взаимно-несмещенные базисы в n-
мерном эрмитовом пространстве. А также, изучались ортогональные па-
ры в алгебре Ли sl(n) — фактически математическая формулировка за-
дачи взаимно-несмещенных базисов. Результатом исследований стала ра-
бота [5].

Теперь более подробно остановимся на второй работе. Сформулируем
определения: базисы {ei}ni=1 и {fj}nj=1 в эрмитовом пространстве Cn назы-
ваются взаимно-несмешанные, если (ei, fj) = 1

n
для любых i, j = 1, ..., n.

Ортогональной парой в простой алгебре Ли L называется пара Кар-
тановских подалгебр (H1,H2), ортогональных по отношению к форме
Киллинга. Ранее аспекты теории представлений в классификации ор-
тогональных парах изучались Бондалом А.И. и автором в предыдущих
работах и привели к изучению теории представлений так называемых
алгебр Темперли-Либа.

Невзирая на простоту формулировки, вопрос описания ортогональ-
ных пар в случае sl(6) сводится к очень сложной алгебро-геометрической
проблеме. Тем не менее, в работе [5] удалось показать, что многообра-
зие, параметризующее ортогональные пары в sl(6) имеет 4-хмерную ком-
поненту, что привело к формулировке гипотезы о полной классифика-
ции ортогональных пар в sl(6): а именно, помимо найденной 4-хмерной
компоненты есть еще несколько изолированных точек. В данной рабо-
те описывается схема доказательства существования 4-хмерной компо-
ненте. Ключевыми моментами в доказательстве является представление
многообразия решений как расслоенного произведения более простых
многообразий, нахождение “общих” элементов для этих более простых
многообразий и изучение слоев над этими “общими” элементами. Эти
слои по модулю конечных симметрий являются эллиптическими кривы-
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ми. Детальное изучение этих кривых и привело к доказательству суще-
ствования 4-хмерной компоненты.

Автором и Кочеровой А.С. также изучались вопросы классификации
и построения ортогональных пар в sl(7). В частности, к изучению 1-
мерного семейства Петреску. Ранее, Нишоарой, было отмечено что про-
екторы, естественным образом, построенные по ортогональным парам,
удовлетворяют коммутационным соотношениям. Это послужило мотиви-
ровкой к изучению алгебры C, порожденной идемпотентами P1, P2;Q1, Q2,
удовлетворяющие соотношениям: PiPj = 0;QiQj = 0, i 6= j и [P1, Q1] =
[P2, Q2], здесь [, ] означает обычный коммутатор. Изучались комбинатор-
ные свойства и теория представлений этой алгебры. В частности, бы-
ло показано что неприводимые представления этой алгебры не более
чем двумерные и эти представления описываются точками аффинно-
го многообразия, являющимся объединением трех пересекающихся пря-
мых. Также было показано какие именно представления должны участ-
вовать в описании ортогональных парах в sl(7). Далее, было показано,
как стартуя с этих представлений можно построить семейство Петреску.
Данные результаты стали основой для двух публикаций, которые уже
сданы в печать.

2.6. Производные категории и суперсвязности

Производная категория когерентных пучков на гладких комплексно-ана-
литических многообразиях допускаетDG-оснащение, построенное в диф-
ференциально-геометрических терминах. Этот вопрос исследован в сов-
местной работе сотрудников Лаборатории А. Бондала и А. Рослого [4],
где была определена DG-категория плоских ∂̄-суперсвязностей и доказа-
но, что соответствующая гомотопическая категория эквивалентна про-
изводной категории когерентных аналитических пучков. Термин “супер-
связность” восходит к Квиллену [14] и, кратко говоря, означает, что в
операторе ковариантной производной добавлены внешние формы всех
степеней. В случае ∂̄-суперсвязности мы имеем дело с формами типа
(0, q), q = 0, ..., n, принимающими значения в эндоморфизмах Z-градуи-
рованного гладкого расслоения на комплексном многообразии, так что
степень оператора суперсвязности равна один. (Здесь n — размерность
рассматриваемого комплексного многообразия.)
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2.7. Суперсвязности и теория поля

Суперсвязности были предметом изучения не только в чисто математи-
ческом контексте, но и в контексте квантовой теории поля и теории струн
(см., например, [15]). Поскольку Бондалу и Рослому важен случай плос-
ких суперсвязностей, удовлетворяющих уравнению нулевой кривизны,
они обратились к обобщенной теории типа Черна–Саймонса или, точнее
говоря, к так называемой голоморфной теории Черна–Саймонса. Стан-
дартная версия последней требует, чтобы рассматриваемое комплекс-
ное многообразие было трехмерным многообразием Калаби–Яу, но есте-
ственные обобщения позволяют уже иметь дело и с другими многообра-
зиями; подходит, например, супер-проективное пространство CP 3|4, ко-
торое представляет собой (супер)твисторное пространство для N = 4
суперсимметричных конформных теорий, см. [16]. Суммируя эти моти-
вирующие эвристические рассмотрения, можно сказать, что изучение
статсуммы обобщенной голоморфной теории типа Черна–Саймонса на
комплексном многообразии могло бы привести к построению инвариан-
тов этого многообразия, выраженных в свойствах пространства модулей
когерентных пучков (или модулей объектов производной категории). На
практике мы пока можем лишь изучить некоторые простейшие версии
или, точнее, аналоги, такого построения.

2.8. Голоморфная теория Черна–Саймонса и голомор-
фные зацепления

Этот раздел посвещен работам сотрудника Лаборатории А. Рослого, по-
священным связи между производной алгебраической геометрией (в част-
ности, новой теории когомологий “полярным когомологиям” - постро-
енной Рослым совместно с Б. Хесиным и сотрудником Лаборатории С.
Горчинским) и квантовой теорией поля.

Статистическая сумма квантовой теории, рассматриваемая как функ-
ция параметров теории, — это производящая функция для вакуумных
средних каких-то определенных наблюдаемых. В случае теории Черна–
Саймонса нам проще обратиться к отдельным наблюдаемым и их кор-
реляторам. Как и в случае (обычной) топологической теории Черна–
Саймонса на трехмерном многообразии, где естественные корреляцион-
ные функции приводят к инвариантам узлов и зацеплений кривых, ска-
жем, в S3, в голоморфной комплексно-трехмерной версии мы ожида-
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ем, что наблюдаемые должны быть связаны с комплексными кривыми в
трехмерном комплексном многообразии. И здесь мы изучаем пока про-
стейшие варианты. Так, мы рассматриваем голоморфную теорию типа
Черна–Саймонса на CP 3. Наблюдаемые в такой теории, действитель-
но, можно ассоциировать с комплексными кривыми. В абелевой версии
теории это приводит к понятию голоморфного индекса зацепления [11],
несколько обобщающего конструкцию Атьи [1]. Как и в случае топологи-
ческого, или гауссова, индекса зацепления, голоморфный индекс зацеп-
ления — это, по сути дела, индекс пересечения в подходящих гомологиях.
Соответствующая теория гомологий, называемая полярные гомологии,
была довольно подробно изучена, см. [11, 12, 9]. В рассматриваемом сей-
час случае мы имеем дело с индексом зацепления между прямой и эллип-
тической кривой в CP 3. Для сравнения: в ситуации, рассмотренной в пи-
онерской работе Атьи, “зацеплялись” две прямые в CP 3. Более интересно
изучить инварианты кривых в CP 3, которые даются корреляторами в
неабелевой теории. В нашем случае это должны быть инварианты поло-
жения эллиптической кривой в CP 3, голоморфный аналог инвариантов
узла. Заметим, что при построениях методом теории возмущений, осно-
вой является пропагатор свободной (то есть абелевой) теории, то есть
как раз уже знакомый голоморфный индекс зацепления. Важным обсто-
ятельством здесь является также факт, что в рассматриваемом случае
ряд теории возмущений состоит из конечного числа членов. Тем не менее,
здесь немало технических трудностей. Нам пока удалось описать случай,
когда эллиптическая кривая полностью выродилась в “n-угольник”, на-
бор последовательно пересекающихся (по циклу) прямых.

Результаты работы докладывались на семинаре “Математика и стру-
ны” в Институте Кавли Физики и Математики Вселенной (Kavli IPMU,
Kashiwa, Japan) 8 ноября 2016 г.
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3. Гомологические и мотивные методы в неком-
мутативной геометрии

За отчетный период, в рамках темы “Гомологические и мотивные методы
в некоммутативной геометрии”, сотрудники лаборатории работали над
следующими вопросами.

3.1. Дифференциальные формы в доминантной топо-
логии

М. Ровинский изучал ограничения пучков дифференциальных форм в
доминантной топологии над полем k [2] на башни координатных аф-
финных пространств, рассматриваемых как полулинейные представле-
ния группы перестановок множества координат.

А именно, пусть · · · → A3 → A2 → A1 – башня сюръективных, но
не инъективных аффинных морфизмов аффинных пространств над по-
лем k; S1 ⊂ S2 ⊂ S3 ⊂ · · · ⊂ S :=

⋃
i Si – согласованный набор координат

на всех Ai; K — объединение полей рациональных функций всех про-
странств Ai. Группа перестановокSS множества S естественно действует
на поле K. Тогда функтор сечений ΓA := lim−→Γ(Ai,−) из категории квази-
когерентных доминантных пучков над полем k в категорию дискретных
полулинейных представлений группы SS над полем K является вполне
строгим.

Было доказано, что для каждого целого i > 0 этот функтор перево-
дит (простой) квазикогерентный доминантный пучок Ωi

−/k : X 7→ Ωi
k(X)/k

в неразложимый инъективный объект. Это — первый шаг в проверке ги-
потезы о том, что неразложимые инъективные дискретные полулиней-
ные представления группы SS над полем K изоморфны объектам вида
ΓA(Ωi

−/k).

3.2. K-теории Моравы

Стажер Лаборатории Павел Сечин изучал алгебраические К-теории Мо-
равы K(n)∗, определяемые как локализации алгебраических кобордиз-
мов Левина–Мореля Ω∗. (Для каждого простого p и натурального n су-
ществует своя К-теория Моравы.)
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А именно, зафиксируем простое число p. Назовем ориентированную
теорию, определенную над Z(p)-алгеброй без кручения, pn-типической,
если логарифм соответствующий формального группового закона содер-
жит x только в степенях сравнимых с 1 по модулю pn − 1. Например,
логарифм К-теории Моравы K(n): x + xp

n
/p + xp

2n
/p2 + xp

3n
/p3 + . . .

является таким. Теория CH∗ ⊗ Z(p) также является pn-типической.
Используя теорему Вишика, классифицирующую операции из лока-

лизаций Ω∗ в ориентированные теории, мы построили операции ci из
K(n)∗ в произвольную pn-типическую теорию A∗. Эти операции удовле-
творяют (модифицированной) формуле Картана:

ctot(x+ y) = FK(n)(ctot(x), ctot(y))

и “свободно порождают” все операции в A∗ как алгебру над A = A∗(pt).
Поскольку эти свойства аналогичны свойствам классов Черна из K0 в
произвольную ориентированную теорию, мы называем операции ci клас-
сами Черна.

Случай A∗ = CH∗ ⊗ Z(p) подробно изложен в [5]. Общий случай, в
действительности, сводится к этим результатам.

В частности, если A∗ = K(n)∗, то классы Черна позволяют опреде-
лить гамма-фильтрацию на К-теории Моравы. Класс Черна ci изK(n)∗ в
группы Чжоу задают аддитивные отображения из i-го присоединенного
фактора гамма-фильтрации в CH i⊗Z(p). Более того, при 1 ≤ i ≤ pn эти
отображения сюрьективны. Следуя идее Н. Семенова, благодаря этому,
мы можем получить следующий новый результат про кручение в груп-
пах Чжоу квадрик. Пусть квадратичная форма q ∈ In+2 (I – фундамен-
тальный идеал кольца Витта), Q — соответствующая квадрика, тогда
CH i(Q) содержит кручение не более Z/2 при i < 2n, и кручение ограни-
чено Z/2 + Z/2 для i = 2n.

3.3. Модулярные наборы

В работах сотрудника Андрея Левина и стажера Лаборатории Нины
Сахаровой исследовалась стратификация пространства модулей абеле-
вых поверхностей (тела Зигеля) по рангу группы Нерона-Севери (Neron-
Severi). Проведенный анализ позволил ввести в рассмотрение новый важ-
ный геометрически мотивированный класс объектов: Модулярные на-
боры (modular arrangments). Параллелизм этого определения с апро-
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бированными ранее позволил рассчитывать на быстрый прогресс в до-
стижении результатов, что и подтвердилось в ходе дальнейших исследо-
ваний. Тем самым введен в рассмотрение новый класс объектов геомет-
рической природы с вычислимыми гомологиями и мотивами, что может
сыграть большую роль в мотивно-гомологичеких методах при исследо-
вании некоммутативной геометрии.

3.4. Факторизационные гомологии n-алгебр Вейля

В течение отчетного периода продолжалось изучение факторизацион-
ных гомологий n-алгебры Вейля; последние были введены в статье Н.
Маркаряна “Weyl n-algebras”.

Показано, что доказательство формальности операды малых дисков
Lambrecht’а и Volic’а может быть переформулировано в терминах факто-
ризационных комплексов. Известно, что на множестве отображений фор-
мальности действует алгебра Ли группы Галуа категории смешанных
мотивов Тэйта, а также алгебра Ли проконечного пополнения группы
Гротендика–Тейхмюллера, что почти то же самое, согласно недавним ре-
зультатам Brown’а. Как показал Wilwacher, последнее действие пропус-
кается через отображение алгебры Ли проконечного пополнения груп-
пы Гротендика–Тейхмюллера в алгебру Ли стабильных когомологий ал-
гебры Ли поливекторных полей. К сожалению, конструкция Wilwacherа
очень неявная. Планируется получить более явное отображение из алгеб-
ра Ли группы Галуа категории смешанных мотивов Тэйта в когомологии
алгебры Ли поливекторных полей, используя вышеупомянутый подход
к отображению формальности через факторизационные гомологии n-
алгебр Вейля.

Также изучалось применение факторизационных гомологий n-алгебр
Вейля к инвариантам узлов и многообразий. Благодаря интегралу Кон-
цевича, который непосредственно связан с ассоциатором Дринфельда,
эта тема тесно переплетается с предыдущей. Гипотеза Melvin’а–Morton’а
описывает вид интеграла Концевича произвольного узла. Естественно
попытаться найти ее доказательство в терминах факторизационных го-
мологий. Первый член в выражении, доставляемом этой гипотезой имеет
почти очевидную интерпретацию в этих терминах. Этот факт составляет
обобщение результата из недавно вышедшей статьи [4]. Доказательство
гипотезы в полном объеме будет темой дальнейших исследований.
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3.5. Категорная проколотая окрестность бесконечно-
сти

Сотрудник Лаборатории Александр Ефимов изучал геометрию произ-
вольных дифференциально-градуированных (DG) категорий. В этом на-
правлении были получены следующие результаты.

Была придумана конструкция категорной проколотой окрестности
бесконечности для гладких DG категорий. Геометрическая мотивация
конструкции следующая. Пусть X — гладкое алгебраическое многооб-
разие над полем k характеристики нуль. Тогда можно выбрать гладкую
компактификацию Y ⊃ X. Положим D = Y − X. Обозначим через ŶD
формальную окрестность D в Y. Нас интересует проколотая окрестность
ŶD − D. Несмотря на то, что этот объект не является ни схемой, ни
формальной схемой, корректно определена DG категория совершенных
комплексов на нем, а именно:

Perf(ŶD −D) = (Perf(ŶD)/PerfD(ŶD))κ,

где (−)κ обозначает карубиеву оболочку. При этом можно показать, что
категория Perf(ŶD − D) не зависит от выбора гладкой компактифика-
ции Y . Обозначим эту категорию через Perf(X̂∞).

Оказывается, что DG кагегорию Perf(X̂∞) можно естественным об-
разом построить, стартуя с (гладкой) DG категории Perf(X). Более того,
конструкция работает для любой гладкой DG категории B.

Для любой малой DG категории T положим Ind(T ) = h-proj(T ) — DG
категория правых h-проективных DG модулей, и CalkT = (Ind(T )/T )κ.
Тогда проколотая окрестность бесконечности гладкой DG категории B
определяется формулой

B̂∞ = ker(Fun(B,Calkk)→ CalkB).

Было доказано, что имеется квази-эквивалентность Perf(X̂∞) ∼= ̂Perf(X)∞.
То есть, категорная конструкция согласована с геометрической. При этом
функтор ограничения Perf(X) → Perf(X̂∞) соответствует композиции
Perf(B)→ Fun(B, Ind(k)→ Fun(B,Calkk).

Были рассмотрены различные примеры. В частности, в качестве глад-
кой DG категории можно взять Db

coh(S), где S — собственная, но не глад-
кая схема над k. Тогда образ функтора Db

coh(S) → D̂b
coh(S)∞ отождеств-

ляется с Dsg(S)op, где Dsg(S) — категория особенностей.

– 29 –



Лаборатория алгебраической геометрии и ее приложений Годовой отчет (2016)

3.6. Логарифмический комплекс Хохшильда

А. Ефимов получил конструкцию логарифмического комплекса Хохшиль-
да в категорных терминах, используя K-теорию и K-мотивы. Обозначим
через M

add,geom
dg категорию, обогащенную над спектрами, в которой объ-

екты — гладкие алгебраические многообразия над k, а морфизмы из X в
Y — спектры K-теории от категорий DG функторов из Perf(X) в Perf(Y ).
Имеем подкатегорию NKMgeom

k ⊂ M
add,geom
dg , состоящую из гладких соб-

ственных схем. Тогда функтор логарифмического комплекса Хохшильда
C log
• (−) : Madd,geom

dg → Mixk получается из функтора комплекса Хохшиль-
да C•(−) : NKMgeom

k → Mixk взятием левого расширения Кана. Эта кон-
струкция лог-комплекса в частности автоматически дает весовую филь-
трацию, а также позволяет формально свести вырождение спектральной
последовательности, связанной с фильтрацией Ходжа–Делиня, к анали-
тической теории Ходжа для гладких проективных многообразий. Ожи-
дается, что существует исключительно k-линейная конструкция лога-
рифмического комплекса Хохшильда (не использующая K-теорию), ко-
торая работает по меньшей мере для всех гладких DG категорий.

3.7. Некоммутативная гипотеза якобиана

А. Ефимов простое доказательство некоммутативной гипотезы якобиана
(для свободных ассоциативных алгебр). Доказательство использует тот
факт, что некоммутативный аналог свойства этальности эквивалентен
свойству гомологический эпиморфизма, то есть это такой гомоморфизм
DG алгебр A→ B, что функтор ограничения скаляров D(B)→ D(A) на
производных категориях модулей является вполне строгим. Доказатель-
ство удается получить благодаря теореме Krause–Šťov́iček, утверждаю-
щей, что гипотеза о телескопе верна для алгебр гомологической размер-
ности 1. С помощью этой теоремы доказательство сводится к работе с
категорией совершенных комплексов над свободной алгеброй, которая
устроена довольно просто.

3.8. Категорные основания геометрии

Стажер Лаборатории Григорий Кондырев занимался вопросами категор-
ных оснований геометрии. В частности, был построен категорный меха-
низм, позволяющий обобщать и получать новые доказательства класси-
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ческих утверждений из алгебраической геометрии.
А именно, пусть E - некоторая симметрическая моноидальная (∞, 2)-

категория. Тогда для любого объекта X ∈ E сконструирован функтор
следа

HomE (X,X) Tr // HomE (I, I),

где за I обозначена моноидальная единица E . Более того, для диаграммы

X

ϕ

��

FX // X

ϕ

��

T

z�
Y

FY
// Y

коммутативной с точностью до некоторого (не обязательно обратимого)
2-морфизма T , где объекты X и Y дуализируемы в E , а у морфизма
ϕ имеется правый сопряженный, был сконструирован функториальный
морфизм следов

TrE (FX)
Tr(ϕ,T ) // TrE (FY ).

В качестве применения этого формализма был рассмотрен частный слу-
чай, когда E = 2Catk есть (∞, 2)-категория стабильных, представимых
k-линейных категорий и фукнторов, уважающих копределы, где k- неко-
торое алгебраически замкнутое поле нулевой характеристики. Согласно
работе [1] для любого достаточно хорошего стека X над нашим полем
(∞, 1)-категория Qcoh(X) ∈ 2Catk неограниченных коцепных комплек-
сов квази-когерентных пучков на X является самодвойственным объек-
том 2Catk. Как следствие, к ней применим вышеразвитый формализм. В

частности, для любого эндоморфизма X
f // X была получена эквива-

лентность

Tr2Catk(f∗) ' Γ(Xf ,OXf ) ∈ Hom2Catk(Vectk,Vectk) ' Vectk,

где Vectk есть (∞, 1)-категория неограниченных коцепных комплексов
векторных пространств над k. Далее было замечено, что любой лакс-
эквивариантный пучокE ∈ Qcoh(X), т.е. пучок с морфизмом f ∗E b // E
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задает 2-коммутативную диаграмму

Vectk

E
��

IdVectk // Vectk

E
��

T

qy
Qcoh(X)

Γ
��

f∗
// Qcoh(X)

Γ
��

Vectk IdVectk

// Vectk,

где 2-морфизм T индуцирован лакс-эквивариантной структурой b на E.
Функториальность конструкции следов, примененная к диаграмме вы-
ше, дает коммутативный треугольник

Tr2Catk(IdVectk)
Tr(E,T ) //

Tr(Γ(X,E),IdΓ(X,E)◦T ) **

Tr2Catk(f∗)

Tr(Γ,IdΓ)
��

Tr2Catk(IdVectk).

Поскольку имеется эквивалентность Tr2Catk(IdVectk) ' k диаграмма выше
дает равенство двух чисел. Было получено равенство

Tr(ϕ, T ) = TrQcoh(Xf )

(
i∗E ' i∗f ∗E

i∗(b) // i∗E

)
,

где Xf i // X производный стек неподвижных точек f , после которого
был рассмотрен частный случай, когда X является гладким, собствен-
ным алгебраическим многообразием, таким, что стек Xf дискретен. В
этом случае было доказано, что полученное из треугольной диаграммы
выше равенство двух чисел Tr(Γ(X,E), IdΓ(X,E)) = Tr(Γ, IdΓ) ◦Tr(E, T ) в
точности совпадает с известным в классической алгебраической геомет-
рии равенством Атьи–Ботта

L(E, b) =
∑
x=f(x)

TrVectk(Ex ' Ef(x)
bx−→ Ex)

det(1− dxf)
,

где L(E, b) ∈ k есть число Лефшеца пары (E, b).
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3.9. p-адическое интегрирование на алгебраических мно-
гообразиях

Стажер Лаборатории Александр Петров изучал p-адическое интегриро-
вание на алгебраических многообразиях. Если дана замкнутая 1-форма
на гладком многообразии над p-адическим полем, можно задаться вопро-
сом о том, как сопоставить этой форме ее интеграл, то есть аналитиче-
скую функцию, дифференциал которой равен данной форме. В отличие
от комплексно-аналитической ситуации, в p-адической топологии суще-
ствует очень много локально постоянных аналитических функций, так
что интеграл определен совершенно не однозначно, даже если зафиски-
ровать значение интеграла в какой-нибудь точке. Но оказывается, что,
тем не менее, можно выбрать эти интегралы функториально относитель-
но пары (многообразие, форма). Это в 1998 году было показано Пьером
Кольмезом, а также проверено что при дополнительных ограничениях
на интегралы существует ровно один такой выбор.

В 2001 году Вадим Вологодский обобщил [6] конструкцию функтори-
ального интегрирования на следующую ситуацию. Рассмотрим катего-
рию унипотентных расслоений с плоской связностью на многообразииX,
то есть расслоений с плоской связностью, допускающих фильтрацию,
присоединенные факторы которой являются тривиальными расслоени-
ями со связностью. Будем называть интегрированием морфизм функ-
торов слоя над двумя выбранными точками. Вологодский построил та-
кое интегрирование, удовлетворяющее естественным условиям функто-
риальности. Для расслоений с фильтрацией длины 2 это включает в себя
ситуацию из предыдущего абзаца, так как по 1-форме ω можно постро-
ить связность на тривиальном расслоении длины 2, заданную матрицей
( d ∧ω0 d ). Также Вологодским была высказана гипотеза о единственности
интегрирования, удовлетворяющего таким условиям.

Гипотеза была проверена для многообразий, допускаюших подъем
эндоморфизма Фробениуса (то есть проверено, что любые два функто-
риальных интегрирования на таких многообразиях совпадают). Также
было сделано наблюдение о том, что если морфизм многообразий инду-
цирует изоморфизм на факторах по n-ому члену нижнего центрального
ряда топологической фундаментальной группы, то гипотезы для этих
многообразий равносильны. Используя это и конструкцию Хайна уни-
потентного многообразия Альбанезе, гипотеза была, в частности, про-
верена для эллиптической кривой с выколотой точкой для фильтраций
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длины 3.

3.10. Вектора Витта

Дмитрий Каледин построил и изучил некоммутативное обобщение клас-
сического функтора p-типических векторов Витта.

А именно, исходная конструкция Витта и Тейхмюллера сопоставля-
ет каждому коммутативному кольцу A другое коммутативное кольцо
W (A), которое является итерированным расширением A с помощью се-
бя самого (например, если A — поле Z/pZ, тоW (A) – кольцо p-адических
чисел Zp). Эта конкструкия замечательна своей функториальностью: мы
получаем функториальный способ поднять кольцо характеристики p до
кольца характеристики 0.

Для некоммутативных колец, вектора Витта были построены Л. Хес-
селхолтом в 1995 году. При этом W (A), вообще говоря, кольцом уже
не является, а является только абелевой группой, и получается не ите-
рированным расширением A, а итерированным расширением A/[A,A],
т.е. фактора A по абелевой подгруппе, порожденной коммутаторами.
Концептуальная причина такого поведения в том, что вектора Витта
на самом деле обобщают не само кольцо A, а его гомологии Хохшильда
HH∗(A). В гомологической степени 0 имеем HH0(A) = A/[A,A]; в выс-
ших степенях хотелось бы иметь новую гомологическую теорию, которая
даже для коммутативных колец даст новую информацию — а именно,
позволит совершенно инвариантно построить комплекс де Рама–Витта,
некоторое расширение комплекса де Рама, важное в изучении кристал-
лических когомологий.

Кроме того, гомологии Хохшильда вообще говоря зависят от двух
аргументов, алгебры A и A-бимодуля M , и естественно ожидать, что
новая гомологическая теория также будет существовать в такой общно-
сти. При этом если A — просто конечное поле k, то теория сведется к
некоторому полиномиальному функтору из k-векторных пространств в
абелевы группы. При этом известно, что если удастся ввести на постро-
енном функторе структуру так называемого следового функтора (trace
functor), то продолжение теории на любые алгебры и бимодули происхо-
дит совершенно автоматически.

В этом году это было осуществено в работах Д. Каледина. А именно,
для каждого совершенного поля k фиксированной положительной харак-
теристики p, построена проективая система полиномиальных функторов
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Wn из k-векторных пространств в абелевы группы. Проективный предел
W этой системы дает универсальное поднятие k-векторного простран-
ства M до абелевой группы без кручения, причем W (M) имеет есте-
ственную фильтрацию, присоединенные градуированные факторы кото-
рой суть циклические степени M степеней pn (т.е. факторы тензорных
степенейM⊗pn по действию циклической группы порядка pn). Конструк-
ция функторов Wn весьма простая и явная, и использует только элемен-
тарные гомологические свойства циклических групп, попутно позволяя
прояснить и усилить некоторые сложные комбинаторные результаты из
работы Л. Хесселхолта. Также без особого труда удалось доказать, что
Wn имеют естественную структуру следовых функторов, что позволяет
неделенно обобщить их до теории гомологий любых k-алгебр с коэффи-
циентами в произвольном бимодуле.
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4. Специальные многообразия

4.1. Эргодическая теория и симплектическая геомет-
рия

Доказательство глобальной теоремы Торелли для гиперкэлеровых мно-
гообразий привело к созданию новой парадигмы в теории пространств
модулей. Пусть X – пространство каких-то геометрических структур
на многообразии M , скажем, симплектических структур, комплексных
структур, G2-структур и так далее. Мы определяем "пространство Тейх-
мюллера" Teich как фактор X по действию Diff0, связной компоненты
группы диффеоморфизмов, и "пространство модулей" как фактор X по
действию группы диффеоморфизмов Diff. Определим "группу Тейхмюл-
лера" Γ (она же "группа классов отображений") как фактор Diff /Diff0.
Вопросы теории пространств модулей можно интерпретировать как во-
просы динамики действия Γ на пространстве Тейхмюллера. Оказывает-
ся, действие Γ на Teich довольно часто эргодично, в частности, общая
орбита этого действия плотна. В такой ситуации, методы эргодической
теории часто позволяют явно описать множество плотных орбит дей-
ствия Γ.

Для каждого полунепрерывного инварианта геометрической структу-
ры, принимающего значения в R, соответствующая функция Teich←− R
постоянна на всех плотных орбитах.

Это наблюдение (вместе с описанием плотных орбит, полученным, ис-
ходя из теоремы Ратнер в [V1] и [EV]) позволило решить большое число
давно стоявших задач и гипотез.

В опубликованных ранее работах [V1] и [KLV], эргодичность действия
группы классов отображений на пространстве Тейхмюллера комплекс-
ных структур применялась к нахождению метрики Кобаяши на гипер-
кэлеровом многообразии. В работе [V1] было доказано, что эта метрика
вырождена, а в [KLV] - что она равна нулю на многообразиях, у которых
есть деформации, допускающие лагранжево слоение.

Два препринта, вышедшие в 2016-м, посвящены усилению этих ре-
зультатов. В [KamV], написанной сотрудником Лаборатории М. Вербиц-
ким совместно с Людмилой Каменовой, доказано, что проективное ги-
перкэлерово многообразие с рангом Пикара больше 2 (а если верна SYZ-
гипотеза, то больше 1), не “алгебраически гиперболична”; это условие,
которое сильнее гиперболичности, было определено и изучено Ж.-П. Де-
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майли.
В работе [BKLV], написанной научным руководителем Лаборатории

Ф. Богомоловым и М. Вербицким совместно с Л. Каменовой и С. Лу об-
суждается несколько стратегий дальнейшего усиления этих результатов.
Во-первых, доказано, что на гиперкэлеровом многообразии в предполо-
жении существования деформации, допускающей лагранжево рассление,
зануляется и финслерова структура Кобаяши-Ройдена, а не только мет-
рика Кобаяши, полученная из финслеровой метрики Кобаяши-Ройдена
интегрированием. Это утверждение было бы тривиально, если бы мет-
рика Кобаяши-Ройдена была бы непрерывна, но она только полунепре-
рывна, и ее зануление – это более сильное утверждение.

Также в [BKLV] обсуждается структура групп автоморфизмов и свой-
ства метрики Кобаяши в присутствии автоморфизмов бесконечного по-
рядка. Обсуждается гипотеза о том, что метрика Кобаяши на таком мно-
гообразии везде вырождена. Также доказано, что метрический фактор
Кобаяши (как и сама метрика) один и тот же на всех плотных орбитах
действита группы классов отображений. Наконец, в этой работе опреде-
лены абсолютные значения собственных значенй в когомологиях и раз-
мерности соответствующих собственных пространств для любого авто-
морфизма гиперкэлерова многообразия.

Другое приложение эргодического действия нашлось в совместной
работе М. Вербицкого и М. Энтова [EV], вышедшей в 2016-м. В этой ра-
боте обсуждаются паковочные константы гиперкэлеровых многообтазий.
Паковочные константы это полунепрерывный инвариант симплектиче-
ского многообразия, полученный следующим образом. Пусть (K,ωK) –
2n-мерное симплектическое многообразие конечного объема, например,
объединение симплектических шаров, а – (M,ωM) симплектическое мно-
гообразие. Мы предполагаем, что K допускает симплектическое вло-
жение в обраниченное подмножество в R2n с плоской симплектической
структурой. Соответствующая паковочная константа есть супремум
всех ε, таких, что (K, εωK) допускает симплектическое вложение в (M,ωM).
Легко видеть, что такая константа полунепрерывна как функция ωM .
В работе [AV], вышедшей в 2015, было доказано, что действие группы
классов отображений на симплектических структурах стандартного ти-
па на M эргодично, если M это гиперкэлерово многообразие или тор.
Используя теорему Ратнер, Энтов и Вербицкий доказали, что орбита
группы классов отображений на стандартных симплектических струк-
турах фиксированного объема плотна тогда и только тогда, когда эта
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структура иррациональна.
Применяя это к паковочным константам, получаем, что эти констан-

ты универсальны, и не зависят от выбора симплектической структуры,
если она иррациональна. Эти константы были посчитаны явно когда K
есть объединение шаров, кубов или полидисков; в этой ситуации, эти
константы ограничены симплектическим объемом многообразия, других
препятствий нет.
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4.2. Геометрия некэлеровых многообразий

Помимо работ по симплектической геометрии, сотрудник лаборатории
М. Вербицкий опубликовал за отчетный период ряд работ по примене-
нию методов алгебры, анализа и дифференциальной геометрии к ком-
пактным комплексным многообразиям, не допускающим кэлеровой мет-
рики.
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Одним из главных примеров некэлеровых комплексных многообразий
являются нильмногообразия. Нильмногообразия получаются как факто-
ры нильпотентных групп Ли, снабженных левоинвариантной комплекс-
ной структурой, по левому действию кокомпактной решетки. В рабо-
те [FGV], опубликованной как препринты в отчетный период, Грантча-
ров, Фино и Вербицкий исследуют мероморфные функции на комплекс-
ном нильмногообразии, и, более широко, отображения из комплексного
нильмногообразия в кэлерово многообразие. Они доказывают, что слои
таких отображений касательны листам слоения на нильмногообразии,
которое получается как минимальное комплексное расслоение, содержа-
щее все векторы, касательные коммутанту. Это дает эффективные оцен-
ки на алгебраическую размерность нильмногообразия.

Другой интересный пример некэлеровых многообразий был опреде-
лен в конце 1990-х и начале 2000-х Лопе де Медрано, Меерссеманом
и Верховским, [LMV] [?], [?]. Построенные ими многообразия получе-
ны как деформации главных торических расслоений (голоморфных рас-
слоений со слоем тор) над торическими многообразиями. В 2008-2009
годах эта конструкция была обобщена, под названием “многообразия
угла-момента”. Эти многообразия обобщают многообразия Хопфа и мно-
гообразия Калаби-Экмана, и описываются в комбинаторных терминах,
посредством конструкции, похожей на комбинаторное описание ториче-
ских многообразий. Многообразие угла-момента снабжено каноническим
гладким слоением Σ, пространство листов этого слоения локально яв-
ляется торическим многообразием, но (для некомпактных листов) про-
странство листов не многообразие. В ситуации, когда листы компакт-
ны, мы возвращаемся к торическим расслоениюам на торических мно-
гообразиях, таким, как многообразия Калаби-Экмана и их обобщения:
комплексные многообразия, диффеоморфные произведениям нечетно-
мерных сфер.

В работе [PUV], написанной М. Вербицким совместно с Т. Пановым
и Ю. Устиновским и опубликованной в отчетный период, получена клас-
сификация комплексных подмногообразий в многообразии угла-момента
M . Построена трансверсально кэлерова метрика на Σ (из этого, в частно-
сти, следует, что Σ не зависит от выбора комбинаторного описания). До-
казано, что любое компактное кэлерово подмногообразие M содержится
в листе Σ, что позволяет описывать такие подмногообразия в терминах
комбинаторного описания.

Это наблюдение имеет интересное приложение к общим многообрази-
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ям угла-момента, то есть многообразиям M , которые заданы общей точ-
кой в компоненте пространства параметров. Для таких многообразий,
Панов, Устиновский и Вербицкий доказали, что любое подмногообразие
M есть многообразие угла-момента меньшей размерности.

В работах [OV1], [OV2], опубликованных в отчетный период, и пре-
принте [OV3] Вербицкий совместно с Ливиу Орнеа изучает геометрию
локально конформно кэлеровых (LCK) многообразий: комплексных мно-
гообразий, накрытие которых кэлерово, а монодромия этого кэлерова
накрытия действует на нем гомотетиями.

В статье [OV1] доказано, что локально конформно кэлерово многооб-
разие M с потенциалом может иметь любой LCK-ранк между 1 и b1(M),
и множество LCK-структур любых рангов плотно в пространстве LCK-
структур на заданном многообразии. Это позволило устранить ошибки
в ряде работ по LCK-геометрии LCK-многообразий с потенциалом, где
утверждалось, что LCK-ранк всегда равен 1.

В работе [OV2] Орнеа и Вербицкий классифицируют все LCK-метрики
на LCK-многообразиях с потенциалом и LCK-рангом 1. Оказывается, что
такие метрики однозначно задаются псевдовыпуклыми гиперповерхно-
стями в кэлеровом Z-накрытии, содержащими 0 у пересекающимися с
каждой орбитой конического действия R на накрытии ровно один раз.

В препринте [OV3], доказано, что нормализация двумерного ком-
плексного подмногообразия в многообразии Хопфа изоморфна поверхно-
сти Хопфа. Доказательство этого факта оказалось неожиданно нетриви-
ально, и использует классификацию положительных точных потоков на
поверхностях, полученную сравнительно недавно в работах Чиосе-Тома
и Брунеллы [Br], [CT].

Статья [ATV] посвящена вычислению когомологического инвариан-
та δ, определенного в работах Анжелла и Томассини. Д. Анжелла и А.
Томассини, совместно с М. Вербицким, вычисляют этот инвариант для
поверхности.
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4.3. Геометрия кэлерова конуса

В работах сотрудников Лаборатории Е. Америк и М. Вербицкого изуча-
ется кэлеров конус гиперкэлерова многообразия. Несколько раньше они
доказали гипотезу Каваматы–Моррисона о конусе для таких многообра-
зий. Это утверждение о том, что кэлеров (точнее, обильный) конус ги-
перкэлерова многообразия является конечным полиэдром с точностью
до действия группы автоморфизмов. Гипотеза Каваматы-Моррисона в
свою очередь сводится к утверждению, что группа ходжевой монодромии
действует с конечным числом орбит на некоторых отрицательных цело-
численных классах когомологий типа (1,1), называемых МВМ классами
(ортогональные к этим классам гиперплоскости как раз и задают гра-
ни кэлерова конуса). Отсюда видно, что квадрат Бовилля–Богомолова
МВМ класса ограничен (действительно, монодромия действует изомет-
риями) в зависимости от многообразия X. Но для приложений существе-
нен вопрос, можно ли найти не зависящую от X (а зависящую только
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от его топологического типа) оценку на этот квадрат. Это доказано в
препринте [AV1], написанной в отчетный период. В нем методы работы
с гиперплоскостями в гиперболическом пространстве, которые происхо-
дят из эргодической теории и привели Америк и Вербицкого к доказа-
тельству гипотезы Каваматы–Моррисона о конусе, переносятся на па-
раболические орбиты специального вида в более общем однородном про-
странстве. Как следствие, получается, что квадрат Бовилля–Богомолова
МВМ класса на X ограничен числом, не зависящим от X, а зависящим
только от его топологического типа.

В следующей работе [AV2] Америк и Вербицкого этот результат при-
меняется для доказательства, что любое гиперкэлерово многообразие
имеет деформации с автоморфизмами некоторого заданного типа (ги-
перболическими, или в случае большого второго числа Бетти — парабо-
лическими). Доказательство это основано на полученном Э. Маркманом
следствии из глобальной теоремы Торелли — о том, что построение ав-
томорфизма эквивалентно нахождению элемента ходжевой монодромии,
сохраняющего кэлеров конус. Кэлеров конус будет равен положительно-
му в отсутствие МВМ классов, а последнее гарантировано, если форма
Бовилля-Богомолова на H2(X,Z) не представляет малых целых чисел
(кроме, возможно, нуля). Таким образом, этот результат — следствие
исследований Америк и Вербицкого об ограниченности квадрата.

Статья, содержащая доказательство гипотезы Каваматы–Моррисона
о конусе, в этом году принята в журнал Annales Scientifiques de l’Ecole
Normale Supérieure, ее окончательная версия написана в 2016-м году.

Эти работы опираются на параллель между гиперболической гео-
метрией и геометрией кэлерова конуса гиперкэлеровых многообразий,
разработанной в совместной статье Америк и Вербицкого [AV3], опуб-
ликованной в отчетный период. В этой работе построено соответствие
между гиперболической геометрией проективизации P обильного кону-
са гиперкэлерова многообразияM и геометрией многообразия. В частно-
сти, доказано, что фактор P по группе автоморфизмовM есть конечный
полиэдр в гиперболическом многообразии конечного типа, а каспы это-
го фактора соответствуют целочисленным параболическим неф-классам
на многообразии M . В частности, это доказывает, что у каждого ги-
перкэлерова многообразия с рангом решетки Нерона-Севери ≥ 5 есть
бирациональная модель, которая имеет целочисленный параболический
неф-класс, и (если SYZ-гипотеза верна) допускает лагранжево расслое-
ние.
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4.4. Эндоморфизмы проективных расслоений

Е. Америк и А. Кузнецовой изучались эндоморфизмы проективных рас-
слоений, в продолжение статьи [A]. В той статье было доказано, что про-
ективное расслоение над проективным многообразием допускает эндо-
морфизм степени больше 1, коммутирующий с проекцией на базу, если и
только если расслоение тривиализуется после конечного накрытия. Еще
было доказано для расслоений на проективные прямые, что существова-
ние эндоморфизмов степени больше 1, не обязательно коммутирующих
с проекцией на базу, связано с расщеплением расслоения. В заметке с
А. Кузнецовой был доказан результат того же типа для расслоений про-
извольного ранга. А именно, если первые когомологии линейных рас-
слоений на базе B обращаются в нуль и В односвязна, то расслоение
над B с эндоморфизмами должно полностью расщепляться. По нашим
результатам была написана заметка [AK].

4.5. Специальные бор–зоммерфельдовы лагранжевы
подмногообразия

Сотрудник Лаборатории Н. А. Тюрин в отчетный период занимался гео-
метрией подмногообразий Бора-Зоммерфельда.

Сущность зеркальной симметрии в наибольшей общности была выра-
жена Ю.И. Маниным как “двойственность симплектической геометрии и
комплексной кэлеровой геометрии”. Два алгебраических кэлеровых мно-
гообразия M , W понимаются как “зеркальные партнеры”, если некото-
рые производные объекты, получаемые в рамках алгебраической и сим-
плектической геометрий M , W перекрестно эквивалентны: например, в
Гомологической зекральной симметрии М. Концевича производная ка-
тегория когерентных пучков M должна быть эквивалентна категории
Фукая–Флоера W и наоборот.

А.Н. Тюрин, посвятивший много лет исследованию стабильных век-
торных расслоений, преполагал более геометрическое соответствие: соот-
ветствие между векторными расслоениями и лагранжевыми подмногооб-
разиями. При этом главная проблема — в “бесконечности” лагранжевой
геометрии в противовес конечномерности геометрии алгебраической.

Эта проблема решается введением условий специальности на лагран-
жевы подмногообразия: развивая идею калиброванных лагранжевых цик-
лов, Д. МакЛин и Н. Хитчин предложили условие специальности на
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лагранжевы подмногообразия кэлеровых многообразий Калаби–Яу, ко-
торое приводило к конечномерным модулям. Однако многолетные по-
пытки построить специальные лагранжевы слоения на гладких много-
образиях Калаби–Яу не увенчались успехом, что привело к постепен-
ному спаду популярности SYZ-конструкции в кругах математических
физиков, сконцентрировавшихся на гомологическом подходе М. Конце-
вича. По замечанию А.Н. Тюрина, условие Бора–Зоммерфельда “транс-
версально” условию специальности в случае Калаби–Яу, откуда можно
было бы определять конечные инварианты для трифолдов Калаби–Яу,
зеркальные инвариантам Кассонса. Мы развиваем эту идею, вводя новое
условие специальности на бор–зоммерфельдовы лагранжевы подмного-
образия, что приводит к интересным наблюдениям.

Пусть (M,ω) — компактное односвязное сиплектическое многообра-
зие, удовлетворяющее условию Бора–Зоммерфельда: класс [ω] ∈ H2(M,R)
является целочисленным. Тогда зафиксируем данные предквантования:
линейное расслоение L → M и эрмитову связность a на нем, такие что
форма кривизны Fa = 2πiω, при этом такая связность последним услови-
ем определена однозначно с точностью до калибровочного преобразова-
ния. Лагранжево подмногообразие S ⊂M удовлетворяет условию Бора -
Зоммерфельда (BS для краткости), если ограничение (L, a)|S допускает
ковариантно постоянное сечение σS.

Пусть s ∈ Γ(M,L) — произвольное гладкое сечение L.
Определение. Назовем BS- лагранжево подмногообразие S специ-

альным относительно сечения s, если s|S нигде не обращается в нуль
на S и коэффициент пропорциональности α(s, S), определяемый из ра-
венства s|S = α(S, s)σS, имеет постоянный аргумент.

Так как это определение не зависит от домножений сечения s на лю-
бую ненулевую константу, то на самом деле мы определели соотношение,
выделяющее “цикл инциденции” в прямом произведении

USBS ⊂ P(Γ(M,L))×BS,

где последним символом обозначается многообразие модулей бор–зом-
мерфельдовых циклов фиксированного топологического типа. А имен-
но, пара (p, S) принадлежит USBS, если S является специальным бор–
зоммерфельдовым относительно сечения s, класс которого определен
точкой p проективизации пространства сечений. Естественным образом
определены проекции p1, p2 на первый и второй прямые сомножители.
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“Конечность” множества специальных бор–зоммерфельдовых подмно-
гообразий отражена в следующем факте:

Теорема 1. Проекция p1 : USBS → P(Γ(M,L)) обладает структурой
многолистного накрытия над образом Im p1 ⊂ P(Γ(M,L)).

Отсюда немедленно вытекает
Следствие. Простанство USBS обладает кэлеровой структурой.
Заметим, что в самом общем случае это позволяет использовать про-

странство USBS в обобщении квантования Сурьо–Костанта.
Однако нас интересует случай очень конкретный: пусть наше сим-

плектическое многообразие (M,ω) обладает интегрируемой комплекс-
ной структурой I, согласованной с ω. Это значит, что M есть алгеб-
раическое многообразие с главной поляризацией, задаваемой голоморф-
ным расслоением L. Тогда мы получаем конечномерное подпростран-
ство P(H0(MI , L)) ⊂ P(Γ(M,L)) голоморфных сечений и редуцирован-
ный цикл инциденции

MSBS ⊂ P(H0(MI , L))×BS

вместе с двумя естественными проекциями на прямые сомножители, ко-
торые мы снова обозначаем как pi. В качестве следствия из Теоремы 1 мы
получаем, что многообразие модулей MSBS — конечномерно и кэлерово.

Таким образом, для произвольного односвязного алгебраического мно-
гообразия X возможно построение следующего семейства многообра-
зий модулей: возьмем произвольное очень обильное линейное расслое-
ние L → X, вложим полным линейным рядом |L| наше многообразие
X в проективное пространство, двойственное PH0(X,L), и поднимем с
этого проективного пространства на X стандартную кэлерову форму.
Рассмотрим эту форму как симплектическую форму — и мы попадаем в
точности в ситуацию, описанную выше, исходную для построения мно-
гообразий модулей SBS-лагранжевых подмногообразий. Каждое такое
многообразие при фиксированном L характеризуется топологическими
данными: классом [S] ∈ Hn(X,Z) в средних когомологиях X и топологи-
ческим типом S. Таким образом, каждое MSBS может быть маркировано
топологическими данными

MSBS = MSBS(S, [S], c1(L)), c1(L) ∈ H2(X,Z).

Заметим, что даже для близких расслоений эти многообразия могут не
совпадать: в примере, представленном ниже, оказывается, что для неко-
торого L многообразия пусты, в то время как для L2 это не так.
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Пример. Возьмем в качестве M простейшее возможное компактное
односвязное симплектическое многообразие — комплексную проектив-
ную прямую CP1 со стандартной комплексной структурой. Если взять в
качестве очень обильного расслоения L расслоение O(1), тоMSBS(S1, 0, h)
оказывается пустым множеством потому что ни для одной гладкой петли
на CP1 не выполняется условие Бора–Зоммерфельда. Если взять в каче-
стве L расслоение O(2), то любая петля, разделяющая сферу S2 = CP1 на
пару областей с равными симплектическими площадями (равными ±1),
удовлетворяет условию Бора–Зоммерфельда. Далее, любое голоморфное
сечение с точностью до умножения на константу определяется парой то-
чек (возможно совпадающих), в которых это сечение обращается в нуль.
В этом случае MSBS(S1, 0, 2h) естественно изоморфно CP2\Q, где коника
Q есть образ CP1 при вложении Веронезе. Более точно, в этом случае: (1)
образом p1(MSBS) ⊂ P(H0(MI , L)) = CP2 будут сечения с некратными
нулями; (2) слои p1 состоят из единственных точек; (3) кэлерова струк-
тура с CP2 поднимается до кэлеровой структуры на MSBS(S1, 0, 2h).

4.6. Когомологии гиперкэлеровых многообразий

Получение ограничений на числа Бетти гиперкэлеровых многообразий
является первым шагом в доказательстве важной гипотезы Бовилля об
ограниченности числа гиперкэлеровых многообразий в каждой размер-
ности. В своё время Гуан доказал конечность числа возможных наборов
чисел Бетти для гиперкэлеровых многообразий в размерности четыре.
В больших размерностях можно получить ограничения на числа Бетти,
используя теоремы Вербицкого и Луенги–Лунца о действии алгебры Ли
so(b2 + 2) на когомологиях и инварианты Розанского–Виттена.

Никоном Курносовым, стажером лаборатории, были получены нера-
венства на числа Бетти гиперкэлеровых многообразий, следующие из
значений инвариантов Розанского–Виттена для простых графов, опре-
делённых в работах Сейвона и Хитчина.

В качестве применений этих результатов, Курносовым были полу-
чены ограничения [K] на число возможных гиперкэлеровых многообра-
зий в размерности шесть с b2 = 23, т.е. имеющих то же второе число
Бетти, как и схема Гильберта трёх точек над K3. Это было сделано с
использованием ранее полученного неравенства на числа Бетти и резуль-
татов Сейвона для шестимерных гиперкэлеровых многообразий. Также
результаты Сейвона были обобщены на размерности восемь и десять и

– 46 –



Лаборатория алгебраической геометрии и ее приложений Годовой отчет (2016)

выдвинута общая гипотеза о оценки на второе число Бетти для простых
гиперкэлеровых многообразий.

4.7. Послойная стабильность векторных расслоений на
твисторных пространствах гиперкэлеровых мно-
гообразий

Стажер Лаборатории Артур Томберг занимался вопросами стабильности
векторных расслоений на пространстве твисторов гиперкэлерова много-
образия.

Гиперкэлерово многообразие (M, I, J,K, g) есть гладкое многообразие
с тройкой интегрируемых почти комплексных структур, удовлетворяю-
щих кватернионным соотношениям

I2 = J2 = K2 = −1, IJ = K,

и римановой метрикой, сохраняющей эти три структуры, и такой что со-
ответствующие эрмитовы формы замкнуты. Это определение было впер-
вые предложено Э. Калаби [C]. Легко видеть, что на таком многообразии
мы имеем 2-сферу интегрируемых почти комплексных структур

S2 =
{
aI + bJ + cK : a2 + b2 + c2 = 1

}
,

из которых строится твисторное пространство Tw(M) = M × S2, пара-
метризующее эти структуры в точкахM ; отождествляя S2 с CP1, можно
показать [S], что Tw(M) обладает естественной комплексной структурой,
такой что проекция π : Tw(M)→ CP1 голоморфна.

Для компактного гиперкэлерова M , Tw(M) никогда не бывает кэле-
ровым [H], однако, как было доказано Д. Калединым и М. Вербицким в
статье [KV], оно удовлетворяет условию сбалансированности [M]; эрми-
това метрика на многообразии называется сбалансированной, если соот-
ветствующая эрмитова форма ω удовлетворяет условию dωn−1 = 0, где n
— комплексная размерность многообразия. Сбалансированность много-
образия является достаточным условием для существования адекватной
структуры пространства модулей расслоений [LY]. Таким образом, имеет
смысл изучать стабильные расслоения на Tw(M) и их ограничения на
слои твисторной проекции π : Tw(M)→ CP1.

В статье [KV] доказывается, что если расслоение E на Tw(M) ста-
бильно ограничивается на общий слой твисторной проекции π : Tw(M)→
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CP1, оно является простым, то есть не имеет подпучков строго меньшего
ранга. В данный момент почти закончена работа [To2], в которой при-
водится доказательство обратного утверждения. Ключевым моментом
доказательства является обобщение результата А. Телемана об откры-
тости по Зарисскому условия стабильности в семействах голоморфных
расслоений на фиксированном комплексном многообразии [Te] на случай
твисторной проекции π : Tw(M) → CP1, в слоях которой комплексная
структура наM варьируется. В [To2] также приводится пример стабиль-
ного расслоения на твисторном пространстве Tw(M), которое нестабиль-
но ограничивается на все слои твисторной проекции.

В дальнейшем планируется обобщить этот результат на случай ги-
перкомплексного многообразия M , чье твисторное пространство Tw(M)
также допускает сбалансированную метрику [To1].

4.8. Геометрия гамильтоновых многообразий с инва-
риантными изотропными подмногообразиями.

Симплектические многообразия играют важную роль в современной ал-
гебраической геометрии. В последнее время было замечено, что структу-
ра действия группы G на алгебраическом многообразии, а также струк-
тура орбит действия ее борелевской подгруппы непосредственно связана
с G-эквивариантной симплектической геометрии их кокасательных рас-
слоений. В связи с этим, возникает множество вопросов об обобщении
результатов об эквивариантной симплектической геометрии кокасатель-
ных расслоений на более общие классы симплектических многообразий.

Сотрудником лаборатории В. С. Жгуном совместно с Д. А. Тима-
шевым были начаты исследования симплектических многообразий со-
держащих G-инвариантные лагранжевы многообразия. Напомним, что
для многообразия X сложность — это коразмерноcть типичной орби-
ты в X борелевской подгруппы B в G, а ранг — это ранг решетки ха-
рактеров B-полуинвариантных функций на X. В. С. Жгун совместно
с Д. А. Тимашевым доказали следующую теорему. Пусть M — сим-
плектическое многообразие, снабженное отображением моментов, тогда
все G-инвариантные лагранжевы подмногообразия в M имеют одинако-
вую сложность и ранг. Более того, сложность и ранг G-инвариантного
лагранжева подмногообразия могут быть выражены через симплектиче-
ские инварианты M , а именно через коранг и дефект. Напомним, что
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корангом симплектического многообразия M называется ранг ограниче-
ния симплектической формы на косоортогональное дополнение к каса-
тельному пространству к общей G-орбите в M , а дефектом называется
размерность ядра ограничения симплектической формы на касательное
пространство к общей G-орбите в M . Отметим также, что эти инвари-
анты могут быть выражены через размерность образа отображения мо-
ментов и размерность рационального фактора этого образа по группе
G. Результаты указанные выше подчеркивают важность исследований
инвариантных лагранжевых подмногообразий.

В текущем году ими было введено понятие нульконуса для G-инвари-
антного подмногообразия S в M : а именно, это подмножество точек за-
мыкания орбит которых имеет непустое пересечение с S. Это понятие
обобщает понятие нульконуса векторного пространства, где в качестве S
берется точка 0. В случае, когда S является гладким изотропным под-
многообразием в симплектическом многообразии M , снабженным отоб-
ражением моментов, мы показали, что пересечение нульслоя отображе-
ния моментов и нульконуса многообразия S является также изотропным.

4.9. Эргодические свойства многомерных алгоритмов
деления с остатком

Основным предметом изучения Александры Скрипченко, сотрудника ла-
боратории, являются эргодические свойства некоторых многомерных ал-
горитмов деления с остатком, в частности, алгоритма Арну–Рози–Пуанкаре.

Многомерные алгоритмы деления с остатком появились как способ
нахождения хороших рациональных приближений для данного вектора.
Алгоритм Арну–Рози–Пуанкаре — это трехмерный алгоритм, который
определен в проективном треугольнике и является комбинацией двух из-
вестных алгоритмов: Арну–Рози, определенного на специальном фрак-
тальном множестве, называемом в литературе Rauzy Gasket, и заключа-
ющегося в вычитании суммы двух меньших компонент из наибольшей, и
алгоритма Пуанкаре, действующем на дополнении к этому множеству и
состоящего в вычитании наименьшей компоненты из средней и средней
— из наибольшей, действующей на дополнении в упомянутому множе-
ству.

Алгоритм Арну–Рози–Пуанкаре наряду с алгоритмом Бруна считает-
ся оптимальным трехмерным алгоритмом с точки зрения ряда диофан-
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товых свойств. Символическая динамика для этого алгоритма была опи-
сана в [BL]. В недавлей работе А. Скрипченко показывает эргодичность
и строим инвариантную меру для ускоренной версии рассматриваемого
алгоритма и доказываем ее абсолютную непрерывность. Кроме того, с
помощью теоремы Оселедца мы определяем ляпуновский спектр, кото-
рый, в частности, отвечает за скорость сходимости нашего алгоритма, и
доказываем важнейшие свойства спектра, в частности простоту и свой-
ство Пизо. Наше доказательство простоты спектра частично использует
результаты, полученные в [AHS], для алгоритма Арну–Рози.

Похожие результаты для других многомерных алгоритмов деления с
остатком были получены ранее в [BN].

Это совместная работа с Pierre Arnoux (Марсель, Франция), Valérie
Berthé (Париж, Франция) и Sébastien Labbé (Льеж, Бельгия). Результа-
ты готовятся к публикации.

4.10. Предельные циклы полиномиальных слоений на
C2

Рассмотрим пространствоAn полиномиальных дифференциальных урав-
нений ẋ = p(x, y), ẏ = q(x, y), где p, q»— многочлены степени не выше»n.
Такое уравнение задаёт слоение пространства C2 на комплексно-одномерные
поверхности.

Свойства слоений из An изучались с 60-х–70-х годов. Для типично-
го слоения из An все листы плотны в C2 (Ю.Ильяшенко, 1978). До сих
пор неизвестно, как геометрически устроены листы типичного слоения
из»An; известно только, что типичное слоение имеет счётное число (го-
мологически независимых) комплексных предельных циклов»— нестя-
гиваемых петель на листах, голономия вдоль которых нетождественна.
Сперва это было доказано в статье Ю.Ильяшенко 1978г. для подмно-
жеств полной меры в An, n > 2, потом был получен аналогичный резуль-
тат для открытого всюду плотного подмножества An, n > 3 (Л.Ортиз-
Бобадилла, Э.Розалес-Гонзалес, А.Щербаков, 1998).

Стажер лаборатории Н.Гончарук в соавторстве с Ю. Кудряшовым
(Cornell University) предложила новую конструкцию счётного множества
гомологически независимых комплексных предельных циклов [GK]. Эта
конструкция имеет несколько преимуществ по сравнению с предыдущи-
ми:
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• доказательство требует гораздо меньше вычислений;

• рассуждение работает и для открытого всюду плотного подмноже-
ства A2, а не только An, n > 3;

• циклы равномерно ограничены, и рассуждение работает в некото-
рой окрестности An в пространстве Bn+1 слоений, которые зада-
ются уравнением степени не выше n + 1 в любой аффинной карте
C2 ⊂ CP 2.

Новая конструкция комплексных предельных циклов позволяет исследо-
вать и другие открытые подмножества в Bn (статья готовится к публи-
кации). Результаты о слоениях из Bn особенно интересны, поскольку для
типичного слоения из Bn неизвестны аналоги результатов о плотности
листов и счетном числе комплексных предельных циклов.

По материалам исследования сделан доклад на семинаре “Dynamical
systems seminar”, Cornell University (14 октября 2016 г.)
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5. Классическая геометрия

5.1. Оскулирующая двойственность

Будем говорить, что кривая C ⊂ P3 является оскулирующей самодвой-
ственной, если она проективно эквивалентна кривой в двойственном про-
странстве (P3)∗, точки которой "— оскулирующие (соприкасающиеся)
плоскости к C. Аналогично, k-мерное подмногообразие X ⊂ P2k+1 будем
называть оскулирующим самодвойственным, если его второе соприкаса-
ющееся подпространство в общей точке является гиперплоскостью и при
этом X проективно эквивалентно подмногообразию в (P2k+1)∗, точки ко-
торого суть вторые оскулирующие пространства к X. В недавней работе
сотрудника Лаборатории С. Львовского показано, что для каждого k
можно построить большое семейство оскулирующих самодвойственных
k-мерных подпространств в P2k+1.

Конструкция основана на следующих соображениях. Рассмотрим на
P2k+1 = P(E), где E "— (2k + 2)-мерное векторное пространство, го-
ломорфную контактную структуру. Как известно, все такие структуры
изоморфны контактной структуре, получающейся из какой-нибудь невы-
рожденной кососимметрической билинейной формы B на E.

Предложение 5.1. Пусть E "— четномерное векторное простран-
ство, снабженное невырожденной кососимметрической билинейной фор-
мой B, и пусть Y ⊂ P(E) "— проективное подмногообразие. Тогда сле-
дующие два утверждения эквивалентны.

(1) Y интегрируемо относительно контактной структуры, соот-
ветствующей форме B.

(2) Для всякой гладкой точки y ∈ Y проективизация вложенного
касательного пространства TyY ⊂ P(E) изотропна, как векторное под-
пространство в E, относительно формы B.

Если, в условиях предыдущего предложения, p ∈ P(E), то обозна-
чим через p⊥ 3 p гиперплоскость в P(E), соответствующую точке p при
корреляции, отвечающей форме B.

Предложение 5.2. Если X ⊂ P(E) "— интегральное подмногообразие
относительно контактной структуры, соответствующей форме B,
то для всякой гладкой точки p ∈ X второе оскулирующее пространство
к X содержится в гиперплоскости p⊥.
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Из этого предложения вытекает, что если X ⊂ P(E) "— лежандрово
подмногообразие, для которого второе оскулирующее пространство в об-
щей точке "— гиперплоскость, то X является оскулирующим самодвой-
ственным.

С другой стороны, в работе [3] приведена конструкция, позволяющая
строить лежандровы подмногообразия в P2k−1 из конормальных много-
образий к проективным подмногообразиям в Pk. Вычисления показыва-
ют, что для лежандрова подмногообразия, соответствующего общей ги-
перповерхности в Pk, второе оскулирующее пространство действительно
является гиперплоскостью (бо́льшую размерность оно иметь не может
ввиду предложения 5.2); тем самым, всякое такое многообразие являет-
ся оскулирующим самодвойственным.

Хотя описанная конструкция дает большое семейство оскулирующе
самодвойственных подмногообразий, не все такие многообразия получа-
ются с ее помощью.

Напомним, что мономиальной кривой в P3 называется замыкание
множества точек с однородными координатами (1 : ta : tb : tc), где a,
b и c "— натуральные числа, (a, b, c) = 1, a < b < c.

Предложение 5.3. Всякая мономиальная кривая в P3 является оску-
лирующей самодвойственной, но если a + b 6= c, то такая кривая не
является лежандровой относительно какой-либо контактной струк-
туры на P3.

Многомерные примеры также существуют.

Предложение 5.4. Пусть k > 2 "— целое число; обозначим через V ⊂
P2k+1 замыкание множества точек с однородными координатами

(1 : t1 : . . . : tk : t21 : . . . : t2k : t31 + . . .+ t3k).

Тогда dimV = k, второе оскулирующее пространство к V в общей точ-
ке является гиперплоскостью, V является оскулирующим самодвой-
ственным, но при этом V не является лежандровым относительно
какой-либо контактной структуры на P2k+1.

При k = 2 многообразие V из этого предложения проективно эквива-
лентно поверхности (II) из работы Тольятти [41].

Результаты изложены в работе [21].
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5.2. Компактификации аффинного пространства C4 и
многообразия Фано

Сотрудником лабораторииЮ. Прохоровым совместно с М. Зайденбергом
(университет г. Гренобль, Франция) исследовались многомерные много-
образия Фано с числом Пикара 1, являющиеся компактификациями аф-
финного пространства Cn. Эта тема продолжает исследования цилин-
дричных многомерных многообразий Фано, начатые в работах [18], [37],
[36].

Проблема классификации компактных комплексных многообразий со
вторым числом Бетти 1, содержащих аффинное пространство Cn как
открытое множество, была поставлена Ф. Хирцебрухом [13, Problem 27]
и активно изучалась на протяжении последующих десятилетий, особенно
в размерности 2 и 3 (см., напр., [31], [39], [12]). В частности, проблема
полностью решена в размерности ≤ 3 (см. [12]) для случая проективных
многообразий. Однако в настоящее время проблема еще очень далека
от ее окончательного решения. Известно, что компактификация Cn с
b2 = 1, являющаяся проективным многообразием, будет многообразием
Фано (Кодаира). Поэтому в проективном случае проблема естественным
образом сводится к классификации многообразий Фано V и нахождению
на них подходящего дивизора A такого, что V \ A ' Cn.

Работа была сконцентрирована на случае многообразий Фано раз-
мерности 4 и индекса Фано 2 (случай многообразий Фано размерности
4 и индекса Фано > 2 полностью изучен [32]). Построена новая серия
компактификаций C4:

Теорема 5.1. Пусть V = V18 ⊂ P12 – неособое четырехмерное многооб-
разие Фано рода 10 индекса 2 с ρ(V ) = 1. Тогда существует гиперплос-
кое сечение A = V ∩ P11 такое, что A особо вдоль поверхности S ⊂ A
– конуса над рациональной скрученной кубической кривой и V \A ' C4.
Обратно, если S ⊂ V – конус над рациональной скрученной кубической
кривой, то существует единственное гиперплоское сечение A = V ∩P11

такое, что A особо вдоль S и V \ A ' C4.

Изучены группы автоморфизмов таких многообразий Фано V = V18 ⊂
P12. В частности, построено одно очень симметричное квазиоднородное
многообразие. Доказательство основано на конструкции специальных
бирациональных перестроек (линков Саркисова).

Готовится публикация на эту тему.
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Отметим, что из теоремы очевидным образом следует, что рассматри-
ваемые многообразия V = V18 ⊂ P12 являются цилиндрическими, т.е. они
содержат цилиндр – открытое в топологии Зарисского подмножество,
являющееся произведением аффинной прямой с другим многообразием.
Это интересно в связи с изучением групп автоморфизмов аффинных
конусов над многообразиями Фано (в частности, с изучением действий
связных унипотентных групп на таких конусах, см. [17], [16]).

5.3. Особенности экстремальных трехмерных терми-
нальных окрестностей.

Ю. Прохоровым совместно с С. Мори (RIMS, Kyoto University) про-
должалась работа над долгосрочным проектом по классификации ана-
литических типов экстремальных стягиваний трехмерных терминаль-
ных стягиваний со слоями размерности ≤ 2. Экстремальным ростком
(X,C) называется росток трехмерного нормального комплексного про-
странства X с терминальными особенностями вдоль компактной непри-
водимой кривой C такой, что имеется морфизм-стягивание f : X →
Z 3 o с C = f−1(o) и относительно обильным антиканоническим дивизо-
ром −KX [22]. Работа продолжает серию публикаций [19], [27], [26], [25],
[23], [24]. Изучались экстремальные ростки, содержащие исключитель-
ную особенность типа (IIA). Опубликована статья [28], в которой пол-
ностью исследован случай, когда общее гиперплоское сечение H ⊂ X,
проходящее через C, нормально. Классификация формулируется в тер-
минах минимального разрешения особенностей поверхности H и инфи-
нитезимальной структуры X вдоль C.

Полученные результаты находят применение в бирациональной гео-
метрии и классификации алгебраических многообразий, см. [34], [35].

5.4. Модели Ландау–Гинзбурга и зеркальная симмет-
рия

В 2016 году были продолжены исследования в области зеркальной сим-
метрии. Основное внимание было уделено тонким инвариантам моделей
Ландау–Гинзбурга в маломерном случае, таким как различные числа
Ходжа моделей Ландау–Гинзбурга.
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Зеркальная симметрия изучает двойственность между алгебраиче-
скими многообразиями или семействами многообразий. При этой двой-
ственности алгебраические свойства многообразия соответствуют сим-
плектическим свойствам двойственного и наоборот, симплектические свой-
ства многообразия соответствуют алгебраическим свойствам исходного.
Двойственный объект к многообразию Калаби–Яу является снова мно-
гообразием Калаби–Яу. Одним из следствий картины зеркальной сим-
метрии является двойственность чисел Ходжа: если X и Y — двойствен-
ные многообразия Калаби–Яу и n = dim (X) = dim (Y ), то hp,q(X) =
hp,n−q(Y ). Вариант этого утверждения был доказан Батыревым (и Баты-
ревым–Борисовым). А именно, для общего полного пересечения Калаби–
Яу X в рефлексивном торическом многообразии он определил струнные
числа Ходжа hp,qst (X) как числа Ходжа его крепантного разрешения. В
частности, он показал, что, во-первых, такое крепантное разрешение для
данного класса многообразий существует, а, во-вторых, эти числа не за-
висят от разрешения. Кроме того, он показал, что для таких чисел вы-
полнена зеркальная симметрия чисел Ходжа. А именно, конструкция
Гивенталя и Хори–Вафы зеркальной двойственности для полных пере-
сечений в (гладких) торических многообразиях строится по так называ-
емому неф-разбиению, то есть разбиению компонент граничного диви-
зора торического многообразия на группы, такие что сумма дивизоров
в каждой группе линейно эквивалентна гиперповерхности, высекающей
торическое многообразие. Для такого полного пересеченияX существует
двойственное неф-разбиение, определяющее полное пересечение Калаби–
Яу Y , такое, что

hp,qst (X) = hn−p,qst (Y ).

Двойственным многообразием к многообразию Фано, согласно зер-
кальной симметрии, является модель Ландау–Гинзбурга, то есть (от-
крытое) многообразие Y с комплекснозначной функцией (суперпотен-
циалом) f : Y → C, удовлетворяющее ряду свойств. Мы будем отож-
дествлять эту модель Ландау–Гинзбурга с одномерным семейством слоев
ее суперпотенциала. Для того, чтобы установить зеркальную двойствен-
ность чисел Ходжа в этом случае, необходимо определить числа Ходжа
для моделей Ландау–Гинзбурга. Это было сделано в статье [15].

Определим вручную компактифицированную модель Ландау–Гинз-
бурга (без горизонтальных слоев) как набор данных ((Z, f), DZ), в кото-
ром
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1) Z — гладкое проективное многообразие, а f : Z → P1 — плоский
морфизм.

2) DZ = ∪iDi — приведенный дивизор с нормальными пересечениями,
такой, что DZ является схемно-теоретическим полюсом функции f ,
то есть f−1(∞) = DZ . В частности, ordDi(f) = −1 для всех i;

3) дивизор DZ является антиканоническим для Z.

Назовем ((Z, f), DZ) компактификацией модели Ландау–Гинзбурга
(Y,w), если вдобавок

4) Y = Z \DZ , f |Y = w.

Следуя [15], дадим три определения чисел Ходжа для такого объекта.
Определим логарифмический комплекс де Рама Ω•Z(log DZ) следую-

щим образом. Пусть z1 · . . . · zk = 0 — локальное уравнение дивизора DZ .
Тогда Ω1

Z(log DZ) локально порождена формами

dz1

z1

, . . . ,
dzk
zk
, dzk+1, . . . , dzn.

(В частности, Ω0
Z(log DZ) = OZ .) f -приспособленные логарифмиче-

ские формы Ωa
Z(log DZ , f) — это подпучок в Ωa

Z(log DZ), такой, что

Ωa
Z(log DZ , f) = {α ∈ Ωa

Z(log DZ) | df ∧ α ∈ Ωa+1
Z (log DZ)}.

Числа Ходжа модели Ландау–Гинзбурга fp,q(Y,w) определяются как

fp,q(Y,w) = dimHp(Z,Ωq
Z(log DZ , f)).

Пусть теперь T : Hm(Yb) → Hm(Yb) — монодромия в бесконечности
для гладкого слоя Yb. По теореме Гриффитса–Ландмана–Гротендика вы-
полнено (T − Id)m+1 = 0. Таким образом, для N = log T выполнено
Nm+1 = 0. Этим данным можно сопоставить весовую фильтрациюW•(N,m)
пространства Hm(Y, Yb) с центральным весом m:

0 ⊂ W0(N,w) ⊂ W1(N,w) ⊂ . . .

⊂ W2m−1(N,m) ⊂ W2m(N,m) = Hm(Y, Yb),

удовлетворяющую некоторым естественным свойствам. Лунц и Пржи-
ялковский ввели дополнительное условие на фильтрацию — она должна
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быть типа Фано, что значит, что монодромия должна быть максималь-
но унипотентной. Так, модели Ландау–Гинзбурга, построенные Кацар-
ковым, Орловым и Уру в [2] для поверхностей дель Пеццо имеют тип
Фано, а для раздутия P2 в пересечении двух эллиптических кривых —
нет.

Пусть монодромия для (Y,w) имеет тип Фано. Определим Числа Ход-
жа модели Ландау–Гинзбурга hp,q(Y,w) как

hp,n−q(Y,w) = dim grW,n−a2(n−p)H
n+p−q(Y, Yb) если a = p− q ≥ 0,

hp,n−q(Y,w) = dim grW,n+a
2(n−q)H

n+p−q(Y, Yb) если a = p− q < 0.

(Градуировка здесь отличается от определенной в [15]).
Наконец, используя смешанную структуру Ходжа для особых слоев,

были определены числа ip,q(Y, f).
В той же работе [15] было показано, что

dimHm(Y, Yb;C) =
∑

p+q=m

hp,q(Y,w) =
∑

p+q=m

fp,q(Y,w) =
∑

p+q=m

ip,q(Y,w).

Кроме того, были выдвинуты две гипотезы. Первая утверждала, что

hp,q(Y, f) = fp,q(Y, f) = ip,q(Y, f),

а вторая — что если (Y, f) — модель Ландау–Гинзбурга для многообразия
Фано X, то

fp,q(Y, f) = hp,n−q(X).

Лунцем и Пржиялковским изучались эти гипотезы для моделей Ландау–
Гинзбурга для поверхностей дель Пеццо, предложенных Кацарковым,
Орловым и Уру. А именно, были вычислены числа fp,q(Y, f) для модели
Ландау–Гинзбурга (Y, f) поверхности дель Пеццо S и доказана вторая
гипотеза. Для вычисления использовались локальные вычисления и эти
числа были проинтерпретированы как размерности когомологий некото-
рых стандартных пучков на Y и Z. Далее, было дано новое, корректное
определение чисел hp,q(Y, f), которое отличается от определенных в [15]
на градуировку, и показано, что hp,q(Y, f) = fp,q(Y, f). Наконец, было
показано, что определение чисел ip,q(Y, f) некорректно: первая гипотеза
для них не выполнена даже для P2.

– 59 –



Лаборатория алгебраической геометрии и ее приложений Годовой отчет (2016)

5.5. Эквивариантная бирациональная жёсткость мно-
гообразий Фано

Многообразия Фано с большими группами симметрий интересны с мно-
гих точек зрения. Во многих случаях они дают “изолированные” вложе-
ния соответствующих групп в группы бирациональных автоморфизмов.

Конечные подгруппы в группе Кремоны Cr2 ранга 2 были классифи-
цированы И. Долгачёвым и В. Исковских [10]. Про конечные подгруппы
в группе Кремоны Cr3 ранга 3 известны только частичные результаты.
Ю.Прохоров классифицировал конечные простые неабелевы подгруппы
в группе Cr3 [33]. Оказалось, что с точностью до изоморфизма их всего
6: это группы A5, A6, PSL2(F7), A7, SL2(F8) и PSp4(F3). Вложения по-
следних трёх групп легко классифицировать с точностью до сопряжён-
ности: все вложения групп A7 и SL2(F8) в группу Cr3 сопряжены между
собой, а группа PSp4(F3) допускает два несопряжённых вложения. С
группами A6 и PSL2(F7) ситуация несколько сложнее: И.Чельцовым и
К.Шрамовым ранее были построены несколько несопряжённых вложе-
ний этих групп в группу Cr3 [8], [7]; вероятно, общее количество таких
вложений конечно, но на данный момент это не доказано.

Группа икосаэдра A5 действует на многих интересных геометриче-
ских объектах. В частности, многие многообразия Фано с “экстремаль-
ными” свойствами допускают действие группы A5. Неизвестно, являет-
ся ли количество её вложений в группу Кремоны ранга 3 конечным с
точностью до сопряжённости, и по этому поводу нет убедительных ги-
потез. Несколько таких вложений были ранее построены И.Чельцовым
и К.Шрамовым, и попутно были доработаны некоторые подходы к экви-
вариантной бирациональной геометрии особых многообразий Фано.

За отчётный период И. Чельцовым, В. Пржиялковским и К. Шрамо-
вым в работе [6] были найдены два новых трёхмерных A5-бирационально
жёстких многообразия многообразия Фано; это дало два новых вложе-
ния группы A5 в группу Кремоны ранга 3. Интересно, что оба много-
образия известны из классических работ по алгебраической геометрии,
и даже имеют “имена”. Первое из них, квартика Бурхарда X, является
трёхмерной квартикой с наибольшим возможным количеством изолиро-
ванных особых точек. Количество её особенностей равно 45, и все они
являются обыкновенными двойными особыми точками. Известно, что
квартика Бурхарда рациональна. Группа автоморфизмов Aut(X) изо-
морфна PSp4(F3); в частности, с точностью до сопряжённости она содер-
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жит две подгруппы, изоморфные A5. И.Чельцовым, В.Пржиялковским
и К.Шрамовым было доказано, что относительно одной из них кварти-
ка X бирационально жёстка (а относительно другой — нет). Основным
шагом в доказательстве было вычисление A5-инвариантной группы клас-
сов дивизоров Вейля на X, которое удалось провести, придумав подход
к комбинаторике плоскостей на квартике Бурхарда.

Вторым многообразием, проанализированным в работе И.Чельцова,
В.Пржиялковского и К.Шрамова, было двойное накрытие Y проектив-
ного пространства P3, разветвлённое в секстике Барта B; секстика B ле-
жит в трёхпараметрическом семействе поверхностей степени 6 в P3, име-
ющих максимально возможное количество изолированных особых точек,
и является единственной поверхностью в этом семействе, допускающей
действие группы A5. Количество особых точек поверхности B и многооб-
разия Y равно 65, и все они являются обыкновенными двойными. Было
доказано, что многообразие Y является A5-бирационально жестким. Как
и в случае с квартикой Бурхарда, основным шагом доказательства было
вычисление A5-инвариантной группы классов дивизоров Вейля, основан-
ное на разработанном для этого комбинаторном подходе к поверхностям
малой степени на Y .

5.6. Схемы Гильберта многообразий Фано

При изучении групп бирациональных автоморфизмов рационально связ-
ных многообразий одним из ключевых элементов является установле-
ние свойств групп бирегулярных автоморфизмов многообразий Фано.
В частности, на многообразиях Фано регуляризуются многие конечные
группы бирациональных автоморфизмов; более того, часто встречается
ситуация, когда на них регуляризуются все конечные группы бирацио-
нальных автоморфизмов, обладающие каким-нибудь важным дополни-
тельным свойством.

Группы многообразий Фано размерности 2, то есть так называемых
поверхностей дель Пеццо, полностью классифицированы; это стало воз-
можным потому, что имеется полная и простая классификация гладких
поверхностей дель Пеццо. Однако в трёхмерном случае в результате при-
менения программы минимальных моделей возникают, вообще говоря,
многообразия Фано с терминальными особенностями. Известно, что они
содержатся в конечном количестве алгебраических семейств, но класси-
фицировать все эти семейства не представляется возможным из-за их
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чрезмерно большого числа. В то же время наиболее важными для при-
ложений являются гладкие многообразия Фано с рангом Пикара, рав-
ным 1. Классификация таких многообразий известна (она была получена
В.Исковских), однако структура некоторых из них достаточно сложна.

Известно, что группы автоморфизмов многих многообразий Фано ко-
нечны, но существуют гладкие многообразия Фано с бесконечными груп-
пами автоморфизмов, например, проективное пространство или квад-
рика. В работе А. Кузнецова, Ю. Прохорова и К. Шрамова [20] были
классифицированы все гладкие трёхмерные многообразия Фано с ран-
гом Пикара 1, группы автоморфизмов которых бесконечны. Оказалось,
что это следующие многообразия: проективное пространство; квадрика;
многообразие дель Пеццо V5 с группой автоморфизмов SL2; многообра-
зие Мукая–Умемуры V MU

22 с группой автоморфизмов SL2; одно много-
образие типа V22 с группой автоморфизмов Ga; и однопараметрическое
семейство многообразий типа V22 с группой автоморфизмов Gm. Все эти
примеры были известны ранее [38], однако не было известно, что список
ограничивается ими.

Наибольшую сложность с точки зрения исследования групп автомор-
физмов представляют многообразия Фано индекса 1 большой антикано-
нической степени; такие многообразия являются полными пересечения-
ми в грассманианах. А.Кузнецовым, Ю.Прохоровым и К.Шрамовым бы-
ло доказано, что для таких многообразий выполняются следующие два
свойства. Во-первых, группа автоморфизмов такого многообразия точно
действует на схеме Гильберта коник на многообразии. Во-вторых, схемы
Гильберта коник являются гладкими неприводимыми поверхностями, и
более того, эти поверхности и их группы автоморфизмов можно легко
описать, по крайней мере в той степени, которая необходима для дока-
зательства конечности группы автоморфизмов соответствующего много-
образия Фано.

5.7. Инфинитезимальные тела Ньютона–Окунькова

Тело Ньютона–Окунькова — объект, который кодирует свойства норми-
рования поля функций на алгебраическом многообразии. В частности,
инфинитезимальные тела Ньютона–Окунькова соответствуют нормиро-
ваниям, которые строятся некоторым специальным образом по флагам
на поверхностях, причём в качестве дополнительных данных к флагу
добавляется информация о бесконечно близких центрах нормирования.
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В работе Ч. Чилиберто, М. Фарника, А. Курони, В. Лозовану, Ж. Ро и
К. Шрамова [9] были проанализированы инфинитезимальные тела Нью-
тона–Окунькова при изменении дополнительного параметра на некото-
ром начальном отрезке его возможных значений, и описаны возникаю-
щие в этом процессе мутации.

5.8. Исследование факторов рациональных поверхно-
стей над незамкнутыми полями

Мы продолжаем изучать вопрос, в каких случаях фактор k-рациональной
поверхности X над алгебраически незамкнутым полем k характеристики
0 по действию конечной группы G является рациональным многообра-
зием, а в каких нет.

Применяя программу минимальных моделей, получаем, что этот во-
прос сводится к исследованию факторов минимальных относительно дей-
ствия группы G расслоений на коники и факторов G-минимальных по-
верхностей дель Пеццо.

В случае расслоений на коники ранее в работе [43] был получен ответ,
что для групп чётного порядка, действующих на проективной прямой,
факторы расслоений на коники могут быть нерациональными в случае,
если не все элементы поля k являются квадратами в этом поле, причём
класс таких факторов является бирационально неограниченным, то есть
не существует алгебраического семейства поверхностей, содержащего все
поверхности, бирационально эквивалентные факторам по этим группам.
Таким образом, в этом случае наблюдается огромное количество нера-
циональных факторов k-рациональных поверхностей.

В случае G-минимальных поверхностей дель Пеццо ситуация совсем
другая, поскольку они сами по себе являются ограниченным набором
семейств. Поэтому в этом случае возможно получить полную бирацио-
нальную классификацию нерациональных факторов X/G.

Ранее в препринте [42] были получены следующие результаты.

Теорема 5.2 ([42, Theorem 1.1]). Пусть k — поле характеристики 0,
X — поверхность дель Пеццо над k такая, что X(k) 6= ∅, а G — конеч-
ная группа автоморфизмов X. Если K2

X > 5, то факторповерхность
X/G рациональна. Если K2

X = 4, порядок G равен 1, 2, или 4, и все
нетривиальные элементы G не имеют неподвижных кривых, то фак-
тор X/G может быть нерациональным. Для всех других случаев G и
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K2
X = 4 фактор X/G всегда рационален.

Следствие 5.5 ([42, Corollary 1.2]). Пусть k — поле характеристики 0,
X — гладкая рациональная поверхность над k такая, что X(k) 6= ∅, а
G — конечная группа автоморфизмов X. Если K2

X > 5, то фактор X/G
рационален.

Для групп порядка 2 и 4 построены примеры нерациональных фак-
торов k-рациональных поверхностей (см. [42, Section 6]).

Следующий случай — факторы кубических поверхностей. Их иссле-
дованию посвящена статья [44], основной результат которой следующий.

Теорема 5.3 ([44, Theorem 1.3]). Пусть k — поле характеристики 0,
X — поверхность дель Пеццо над k степени 3 такая, что X(k) 6= ∅,
а G — подгруппа в Autk(X). Предположим, что G не тривиальная и
G не является группой порядка 3, не имеющей кривых, состоящих из
неподвижных точек. Тогда факторповерхность X/G является рацио-
нальной.

При этом для группы порядка 3, не имеющей кривых, состоящих
из неподвижных точек, построены примеры нерациональных факторов
рациональных кубических поверхностей (см. [44, Section 6]).

Для оставшихся случаев поверхностей дель Пеццо степеней 2 и 1 по-
лучен результат, который в ближайшее время планируется подготовить
к публикации.

Теорема 5.4. Пусть k — произвольное поле характеристики ноль, X —
поверхность дель Пеццо степени d, на которой действует группа G.
Тогда верно следующее:

• если d = 2 и множество X(k) всюду плотно, то X/G является
k-рациональной поверхностью, если группа G не изоморфна 〈id〉,
C2, C3, C2

2, C4, S3, D8 или Q8;

• если d = 1 и множество X(k) всюду плотно, то X/G является
k-рациональной поверхностью, если группа G не изоморфна 〈id〉,
C2, C3 или C6,
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5.9. Автоморфизмы поверхностей типа К3

Поверхностью типа К3 называется односвязная проективная поверхность
с единственной (с точностью до умножения на константы) голоморфной
симплектической формой σ. Группа автоморфизмов поверхности типа
К3 X называется симплектической, если он действует тождественно на
форме σ. Классификация таких конечных групп была получена в ра-
ботах Шигеру Мукаи [29] и Вячеслава Никулина [30]. Фактор группы
автоморфизмов G по её максимальной симплектической подгруппе Gs

всегда является циклической группой (обозначим её за Gn). Классифи-
кация возможных групп Gn их инвариантных множеств была получена
с статье [1] с помощью изучения решёток.

В работе сотрудника лаборатории были изучены группы автомор-
физмов поверхностей К3, которые распадаются в прямое произведение
симплектической и антисимплектической групп, то есть G = Gs×Gn. Ос-
новной метод состоял в том, чтобы исследовать геометрию фактора по
группе Gn как поверхности с действием группы Gs. Если фактор не изо-
морфен поверхности Энриквеса, то он получается рациональным. А зна-
чит, имеет либо структуруGs-расслоения на конники илиGs-поверхности
дель Пеццо. Был рассмотрен случай, в котором фактор по подгруппе
Gn является расслоением на коники. Из этого предположения получи-
лось построить G-инвариантный эллиптический пучок на поверхности
X. Получилось достичь ограничений на порядок Gs: например, если по-
рядок этой группы простой, то он равен равен двум или трём. Случай
Gn = Z/2Z был уже полностью изучен в работе [11]. Интересно, что в слу-
чае порядка Gn равного трём или четырём, этот эллиптический пучок
является изотривиальным с j-инвариантом 0 или 1728 соответственно.
Из этого результата и работы [40] была выведена классификация групп
G, удовлетворяющих изначальному предположению, и поверхностей, на
которых они действуют.

5.10. K-стабильность поверхностей дель Пеццо

В совместной работе [5] Чельцова и Хесуса Мартинез-Гарсии изучалась
K-стабильность поляризованных гладких поверхностей дель Пеццо. Дан-
ная задача мотивирована следующей гипотезой:

Гипотеза 5.6 (Яо–Тиан–Дональдсон). Пусть X — гладкое комплексное
многообразие, а L — обильный дивизор на нем. Тогда на X существует
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метрика постоянной скалярной кривизны в классе c1(L) если и только
если пара (X,L) является K-стабильной.

В торическом случае эта гипотеза была доказана Дональдсоном. Бо-
лее того, Дональдсон также показал необходимость K-стабильности для
существование метрик постоянной скалярной кривизны. Для многообра-
зий Фано с естественной антиканонической поляризацией, эта гипотеза
была недавно доказана Ченом, Дональдсоном и Саном.

Чельцов и Мартинез-Гарсия доказали следующий результат:

Теорема 5.5. Пусть S — гладкая комплексная поверхность дель Пец-
цо, такая что K2

S 6 2, а L — обильный Q-дивизор на поверхности S.
Предположим дополнительно, что дивизор

−KS −
2

3

−KS · L
L2

L

является численно эффективным. Тогда пара (S, L) являетсяK-стабильной.

Данный результат позволяет строить огромное множество новых при-
меров K-стабильных поляризаций на гладких поверхностях дель Пеццо
степени 1 и 2. Для кубических поверхностей, Чельцовым и Мартинез-
Гарсией получен следующий результат:

Теорема 5.6. Пусть S — гладкая кубическая поверхность в P3, и пусть
E1, E2, E3, E4, E5, E6 — попарно непересекающиеся прямые на поверх-
ности S. Положим

L = −KS + x
6∑
i=1

Ei,

где x — неотрицательное рациональное число, такое что x < 1. Тогда
дивизор L обилен. Более того, пара (S, L) является K-стабильной при
0 < x 6 1

10
.

Статья [5] выложена на Архив (см. arXiv:1606.04370) и подана в жур-
нал.

В работе [4] Чельцов строит явный контр-пример к гипотезе Хонга и
Вона о α-инвариантах поляризованных гладких комплексных поверхно-
стей дель Пеццо степени 1.

Напомним, что в 2008 году Чельцов вычислил точные значения α-
инвариантов Тиана всех гладких поверхностей дель Пеццо. А именно,
он доказал следующий результат:
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Теорема 5.7. Пусть S — гладкая комплексная поверхность дель Пеццо.
Тогда

α(S) =



1

3
если S ∼= F1 или K2

S ∈ {7, 9},
1

2
если S ∼= P1 × P1 или K2

S ∈ {5, 6},
2

3
если K2

S = 4,

2

3
если S является кубической поверхностью в P3 с точкой Эккарда,

3

4
если S является кубической поверхностью в P3 без точек Эккарда,

3

4
если K2

S = 2 и | −KS| содержит такнодальную кривую,

5

6
если K2

S = 2 и | −KS| не содержит такнодальную кривую,

5

6
если K2

S = 1 и | −KS| содержит каспидальную кривую,

1 если K2
S = 1 и | −KS| не содержит каспидальную кривую.

Данная задача может быть естественным образом обобщена на по-
ляризованные поверхности дель Пеццо. Напомним что если X — произ-
вольное комплексное многообразие, а L — обильный Q-дивизор на нем,
то α-инвариант пары (X,L) определяется как

α
(
X,L

)
= sup

λ ∈ Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
лог-пара (X,λD) имеет лог-
канонические особенности
для каждого эффективного
Q-дивизора D ∼Q L

 ∈ R>0.

Этот инвариант играет важную роль в комплексной геометрии. Напри-
мер, недавно Дерваном был доказан следующий результат:

Теорема 5.8. Пусть X — комплексное многообразие, а L — обильный
Q-дивизор на нем. Предположим, что дивизор

−KX −
n

n+ 1

−KX · Ln−1

Ln
L
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является численно эффективным, и выполнено строгое неравенство

α
(
X,L

)
>

n

n+ 1

−KX · Ln−1

Ln
.

Тогда пара (X,L) является K-стабильной.

В своей совместной статье [14], Хонг и Вон рассмотрели следующую
задачу:

Проблема 5.7. Пусть S — гладкая комплексная поверхность дель Пец-
цо. Вычислить

α(S,A) ∈ R>0

для каждого обильного Q-дивизора A на поверхности S.

Более того, они дали гипотетическое решение данной задачи для по-
верхностей дель Пеццо степени 1, чей α-инвариант Тиана равен 1. Что-
бы описать их гипотезу, зафиксируем гладкую комплексную поверхность
дель Пеццо S, такую что K2

S = 1. Пусть A — обильный Q-дивизор на S.
Положим

µ = inf
{
λ ∈ Q>0

∣∣∣ Q-дивизор KS + λA псевдоэффективен
}
∈ Q>0.

Для изучения возможных значение инварианта α(S,A) можно считать,
что µ = 1, потому что α(S,A) = α(S,µA)

µ
. Тогда дивизорKS+A содержится

в границе конуса Мори NE(S) поверхности S. Пусть ∆A — наименьшая
грань конуса Мори NE(S), которая содержит дивизор KS + A. Тогда
существует стягивание φ : S → Z этой грани ∆A. Возможны два случая:

• либо морфизм φ бирационален, а Z — гладкая поверхность дель
Пеццо,

• либо φ является расслоением на коники и Z ∼= P1.

Если φ бирационален и Z 6∼= P1×P1, назовем A дивизором типа P2. В
этом случае

KS + A ∼Q

8∑
i=1

aiEi,

где E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8 — попарно непересекающиеся (−1)-
кривые на поверхности S, а a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8 — некоторые
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неотрицательные числа такие что 1 > a1 > a2 > a3 > a4 > a5 > a6 >
a7 > a8 > 0. В этом случае положим sA = a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + a8.

Если A не является дивизором типа P2, то поверхность S содержит
гладкую неприводимую рациональную кривую C такую что C2 = 0 и

KS + A ∼Q δC +
7∑
i=1

aiEi,

где E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7 — попарно непересекающиеся (−1)-кривые
на поверхности S, которые также не пересекаются с кривой C, а δ, a1,
a2, a3, a4, a5, a6, a7 — некоторые неотрицательные числа такие что 1 >
a1 > a2 > a3 > a4 > a5 > a6 > a7 > 0. В этом случае, пусть ψ : S → S
— стягивание кривых E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7. Пусть η : S → P1 —
расслоение на коники, заданное |C|. Тогда либо S ∼= F1, либо S ∼= P1×P1.
В обоих случаях существует коммутативная диаграмма

S

η ��

ψ // S

π��
P1

где π — естественная проекция. Если S ∼= F1, назовем A дивизором типа
F1. Аналогично, если S ∼= P1×P1, то назовем A дивизором типа P1×P1.
В обоих случаях положим sA = a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7.

Если A является дивизором типа P2, определим число αc(S,A) сле-
дующим образом:

• если sA > 4, положим αc(S,A) = 1
2+a1

,

• если 4 > sA > 1, то определим αc(S,A) как

max

(
2

2+2a1+sA−a2−a3
, 4

3+4a1+2sA−a2−a3−a4
, 3

2+3a1+sA

)
,

• если 1 > sA, положим αc(S,A) = min( 2
1+2a1+sA

, 1).

Если A является дивизором типа F1, определим число αc(S,A) сле-
дующим образом:
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• если sA > 4, положим αc(S,A) = 1
2+a1+δ

,

• если 4 > sA > 1, то определим αc(S,A) как

max

(
2

2+2a1+sA−a2−a3+2δ
, 4

3+4a1+2sA−a2−a3−a4+4δ
, 3

2+3a1+sA+3δ

)
,

• если 1 > sA, положим αc(S,A) = min( 2
1+2a1+sA+2δ

, 1).

Если A является дивизором типа P1 × P1, определим число αc(S,A)
следующим образом:

• если sA > 4, положим αc(S,A) = 1
2+a1+δ

,

• если 4 > sA > 1, то определим αc(S,A) как

max

(
2

2+sA−a7−a2−a3+2δ
, 4

3+2sA−2a7−a2−a3−a4+4δ
, 3

2+sA−a7+3δ

)
,

• если 1 > sA, положим αc(S,A) = min( 2
1+sA−a7+2δ

, 1).

Гипотеза Хонга и Вона утверждает следующее:

Гипотеза 5.8. Пусть S — гладкая комплексная поверхность дель Пец-
цо такая что K2

S = 1 и α(S) = 1. Тогда α(S,A) = αc(S,A).

В свое работе, Хонг и Вон приводят много аргументов в пользу своей
гипотезы. Чельцов показал, что эта гипотеза не верна. Это легко следует
из следующей теоремы, которая доказана в его работе [4].

Теорема 5.9. Пусть S — гладкая комплексная поверхность дель Пец-
цо такая что K2

S = 1. Пусть C — гладкая неприводимая рациональная
кривая на поверхности S такая что C2 = −1. Тогда линейная система
|−2KS−C| содержит единственную кривую C̃. Кривая C̃ также явля-
ется гладкой неприводимой и рациональной. Более того, имеем C̃2 = −1
и 1 6 |C ∩ C̃| 6 C · C̃ = 3. Пусть λ — рациональное число такое что
0 6 λ < 1. Тогда дивизор −KS + λC обилен и выполнено равенство

α
(
S,−KS + λC

)
=


min

(
α(S),

2

1 + 2λ

)
если |C ∩ C̃| > 2,

min
(
α(S),

4

3 + 3λ

)
если |C ∩ C̃| = 1.
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Из этой теоремы сразу следует, что гипотеза Хнга и Вона не верна.
Чельцов приводит явный пример:

Пример 5.9. Пусть S — поверхность в P(1, 1, 2, 3), заданная уравнени-
ем

w2 = z3 + zx2 + y6,

где x, y, z, w — координаты такие что wt(x) = wt(y) = 1, wt(z) = 2
и wt(w) = 3. Тогда S — гладкая комплексная поверхность дель Пеццо
такая что K2

S = 1. Пусть C — кривая на поверхности S, заданная
уравнением z = w − y3 = 0. Пусть C̃ — кривая на поверхности S,
заданная уравнением z = w + y3 = 0. Тогда C + C̃ ∼ −2KS. Обе кривые
C и C̃ гладкие неприводимые и рациональные. Более того, выполнены
равенства C2 = C̃2 = −1 и |C∩C̃| = 1. Можно показать, что все кривые
в пучке | −KS| нодальны, откуда следует что α(S) = 1 по теореме 5.7.
Таким образом, из теоремы 5.9 следует, что

α
(
S,−KS + λC

)
= min

(
1,

4

3 + 3λ

)
.

С другой стороны, гипотеза 5.8 утверждает, что α(S,−KS + λC) =
min(1, 2

1+2λ
).

Статья [4] выложена на Архив (см. arXiv:1611.01237) и подана в жур-
нал.

5.11. Научно-педагогическая деятельность

• Ю. Прохоров прочитал курс лекций о конечных подгруппах в груп-
пах Кремоны на осенней школе-конференции “Cremona conference”,
Basel, Switzerland, September 5-16, 2016.

• В течение всего года активно работал научный семинар “Геометрия
алгебраических многообразий им В. А. Исковских” (МИАН-МГУ)
в работе которого принимали участие многие сотрудники лабора-
тории. Руководители семинара: Ю. Г. Прохоров, Д. О. Орлов, В. В.
Пржиялковский, К. А. Шрамов.

• В течение всего года работал учебный семинар “Алгебраическая
геометрия” (НОЦ МИАН) в работе которого принимали участие
многие студенты и аспиранты факультета математики. Руководи-
тели семинара: Ю. Г. Прохоров, Д. О. Орлов, К. А. Шрамов

– 71 –



Лаборатория алгебраической геометрии и ее приложений Годовой отчет (2016)

• В осеннем семестреЮ. Прохоров прочитал специальный курс “Про-
блемы рациональности” (НОЦ МИАН). Имеются видеозаписи лек-
ций курса.

• В весеннем семестре Ю. Прохоров и К. Шрамов прочитали специ-
альный курс “Классическая алгебраическая геометрия (продолже-
ние)” (НОЦ МИАН). Имеются видеозаписи лекций курса.

• Ю. Прохоров и К. Шрамов организовали две школы-конференции
на математическом факультете ВШЭ:

– Workshop “Surfaces in positive characteristic”, April 4-8, 2016

– Workshop “Groups of birational automorphisms”, November 14-
18, 2016

Перед второй школой-конференцией была проведена серия подго-
товительных лекций.
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6. Геометрическая теория представлений

6.1. Обобщённые модули Вейля

В отчетном году сотрудник лаборатории Евгений Фейгин совместно со
стажером Евгением Македонским изучал обобщенные модули Вейля над
аффинными алгебрами Каца-Муди.

Пусть g — аффинная алгебра Каца–Муди. Рассмотрим подалгебру
I Ивахори в ней и некоторую максимальную параболическую P , изо-
морфную возможно скрученной алгебре полиномиальных токов. Тогда
в P есть естественная градуировка, P =

⊕∞
i=0 gi. Пусть g0 — подалгебра

нулевого уровня относительно этой градуировки. Пусть ∆ = ∆+ ∪∆− —
корневая система g0. Запишем треугольное разложение g0 = n−⊕ h⊕ n+

и разложение P = P− ⊕ Ph ⊕ P+.
Пусть λ — некоторый доминантный вес алгебры g0. Определим мо-

дуль Вейля W (λ) как циклический модуль над алгеброй токов с образу-
ющим v и следующим набором соотношений.

P−v = 0

pv = 0; p ∈ Ph ∩
∞⊕
i=1

gi

(eα)〈α
∨,λ〉+1 = 0, α ∈ ∆+.

Этот модуль, с одной стороны, является градуированным по степени
t. С другой стороны, этот модуль, как и любой конечномерный модуль
над простой алгеброй Ли, градуирован корневой решеткой X. Относи-
тельно этих градуировок для модуля Вейля можно записать его характер
как многочлен от элементов корневой решетки и элемента t. Обозначим
этот характер как chW (λ).

Для изучения этого модуля вводится некоторое обобщение, обобщен-
ный модуль Вейля, определенный над I. Для обобщенных модулей Вейля
находится фильтрация, подфакторы в которой оказываются также обоб-
щенными модулями Вейля. Это рассуждение категорифицирует комби-
наторную формулу Орра и Шимозоно для многочленов Макдональда.

Несимметрические многочлены Макдональда Eλ(X, q, t) – это раци-
ональные функции от элементов решетки и двух дополнительных па-
раметров, которые являются ортогональными относительно некоторо-
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го скалярного произведения (скалярное произведение Чередника). Мно-
гие их сециализации совпадают с некоторыми классами симметрических
функций, таких как многочлены Шура, Джека, Холла–Литлвуда. В ра-
ботах Б. Иона и Сандерсон доказано, что характер модуля Вейля сов-
падает со специализацией несимметрического многочлена Макдональ-
да, соответствующий антидоминантному весу, при t = 0, chW (λ) =
Eλ(X, q, 0) для алгебр Ли типов A, D, E.

В работе Е. Фейгина и Е. Македонского [2] доказано что специали-
зация Eλ(X, q−1,∞) для антидоминантного веса λ совпадает с характе-
ром некоторого обобщенного модуля Вейля. В работе [4] изучаются обоб-
щенные модули Вейля над скрученными аффинными алгебрами Ли. В
частности с их помощью вычисляется размерность классического модуля
Вейля в последнем неизвестном случае.

Для обобщенных модулей Вейля в работе Е. Фейгина и Е. Македон-
ского и Д. Орра [3] строится их глобальная версия и процедура разборки
на подфакторы этих глобальных модулей. С помощью характеров этих
модулей строится q-Уиттэкерова функция.

6.2. Вырождения многообразий флагов и комбина-
торная формула Орра–Шимозоно

Работы Е. Б. Фейгина 2016 года посвящены изучению различных объек-
тов алгебраической, комбинаторной и геометрической теории групп и ал-
гебр Ли. Важность теории представлений и структурной теории групп и
алгебр Ли обуславливается большим количеством приложений в различ-
ных задачах современной математики. Это объясняется наличием боль-
шого числа симметрий у того или иного объекта. В качестве примеров
можно привести действия групп автоморфизмов алгебраических много-
образий (аффинных или проективных), позволяющие яснее описывать
алгебро-геометрические, топологические и комбинаторные свойства са-
мих многообразий или описание в задачах математической физики про-
странств состояний тех или иных теорий в терминах представлений со
старшим весом над простыми или аффинными алгебрами Ли. В связи с
разнообразием задач, в которых важную роль играют группы и алгебры
Ли, в самой теории имеются как чисто алгебраические конструкции и
теоремы, так и геометрические и комбинаторные структуры.

В работах Е. Б. Фейгина изучаются представления простых алгебр
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Ли и соответствующие многообразия флагов, а также представления
алгебр токов и комбинаторные конструкции, описывающие структуру
представлений и базисов в них. В частности, в работе [15] описывается
конструкция построения торических вырождений многообразий флагов
и более общих замыканий орбит унипотентных групп, действующих в
проективизациях своих циклических представлений. Вырождение стро-
ится с помощью алгебраической конструкции фильтрации на простран-
стве представления. При этом при определённых условиях явно описы-
вается многогранник Ньютона соответствующего торического многооб-
разия и проясняется связь множества целых точек в таком многогран-
нике с базисом градуированного пространства представления (см. также
[5, 6, 13, 14, 15]). Полученные торические вырождения пропускаются че-
рез так называемые вырождения Пуанкаре–Биркгофа–Витта. Другими
словами, колчанные грассманианы, естественным образом возникающие
в качестве вырожденных многообразий флагов, могут быть дальше то-
рически вырождены (см. [8, 9, 10, 11, 12]). Кроме того, в работах Фейгина
изучаются комбинаторная структура представлений алгебр Ивахори над
простыми алгебрами Ли. Эти бесконечномерные алгебры Ли являются
подалгебрами соответствующих аффинных алгебр Каца–Муди и играют
в них роль борелевских подалгебр. Важный класс циклических представ-
лений таких алгебр составляют модули Демазюра и Вейля [18, 19, 21].
Показано, что комбинаторика модулей Вейля и модулей Демазюра тесно
связана с несимметрическими полиномами Макдональда [1, 2, 22, 20, 7].
Это соответствие позволяет явно вычислять различные численные ха-
рактеристики соответствующих представлений алгебр Ивахори, а также
строить теоретико-представленческие модели для комбинаторных кон-
струкций, связанных с полиномами Макдональда.

6.3. Сизигии проективных вложений однородных про-
странств

Сотрудник лаборатории И.Нетай занимался вычислением резольвент об-
ратимых пучков на проективных вложениях однородных пространств
вида G/P , где G — редуктивная алгебраическая группа, P — её парабо-
лическая подгруппа. Для таких вычислений использовалась комбинато-
рика комплекса Кошуля AX ⊗ Λ•Vλ, где AX — проективная координат-
ная алгебра образа вложения многообразия X в проективное простран-
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ство P(Vλ), где Vλ — неприводимое представление группы G со старшим
весом λ, и X является проективизацией орбиты вектора старшего веса
в этом представлении. Оказалось, что данная комбинаторика наиболее
просто и эффективно исследуется в случае, когда вес λ обладает следу-
ющими свойствами:

• Vλ ⊗ Vµ имеет простой спектр (то есть не имеет кратных подпред-
ставлений) для любого неприводимого представления группы G,

• ΛkVλ имеет простой спектр для любого k.

Неприводимые представления, удовлетворяющие каждому из
свойств, классифицированы. При этом для сведения классификации
оказалось полезным построение таких канонических вложений, как

Vλ ⊗ V ∗µ ⊆ Vλ+ν ⊗ V ∗µ+ν ,

HomG(Vθ,Λ
kVλ) ⊆ HomG(Vθ+kν ,Λ

kVλ+ν),

выполненные для любых доминантных весов λ, µ, ν, θ любой редуктив-
ной группы G и для любого k. Для бесконечных серий в данной клас-
сификации удалось вычислить резольвенты обратимых пучков на об-
разе вложения, а классификация позволяет исследовать, каковы могут
быть следующие по сложности проективные вложения однородных про-
странств, для которых удалось бы произвести вычисления такого рода.
На данную тему статья «Сизигии квадратичного вложения Веронезе»
рекомендована к публикации после внесения правок, а также опублико-
ван препринт [23].

6.4. Ламинационные модели некоторых пространств
многочленов

В работе [24], написанной сотрудником Лаборатории В. Тимориным сов-
местно с А. Блохом, Л. Оверстигеном и Р. Птачеком получено лами-
национное описание срезов пространств параметров комплексных мно-
гочленов произвольной степени d, аналогичное комбинаторной моде-
ли множества Мандельброта. Напомним, что инвариантные ламинации
— это замкнутые семейства непересекающихся хорд единичного диска
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D = {z ∈ C | |z| 6 1}, обладающие определенными свойствами инвари-
антности относительно отображения σd : z 7→ zd на единичной окружно-
сти. Инвариантные ламинации используются для комбинаторного опи-
сания динамики комплексных многочленов степени d. Напомним, что
хорды, входящие в ламинацию, называются листами, а щели ламина-
ции определяются как замыкания компонент дополнения до объедине-
ния всех листов. Под образом листа или щели G при отображении σd мы
имеем в виду выпуклую оболочку множества σd(G∩∂(D)). Критическая
хорда — это хорда, концы которой отображаются в одну и ту же точку
при отображении σd.

Определение. Зафиксируем семейство Y из d−2 попарно непересекаю-
щихся критических хорд с непериодическими концами и незацепленными
орбитами. Определим пространство L(Y) инвариантных геодезических
ламинаций следующим образом: L ∈ L(Y) если L порождается лами-
национным отношением эквивалентности ∼, таким, что концы каждой
критической хорды из Y являются ∼-эквивалентными, и L не имеет ще-
лей типа Зигелевского захвата.

Пусть Y+ обозначает объединение всех критических хорд из Y. Име-
ется единственная компонента A(Y) = A множества D \ Y+, такая, что
отображение σd|∂(A) — два к одному, за исключением критических хорд
на границе. Обозначим через y1, . . ., yk все критические хорды семейства
Y на границе множества A (ясно, что 1 ≤ k ≤ d−2). Рассмотрим y1; най-
дется в точности одна точка a ∈ ∂(A) \ y1 со свойством σd(a) = σd(y1)
в то время как другие точки из ∂(A) отображаются в точки вне σd(y1).
То же самое можно сказать и про другие критические хорды на гра-
нице множества A. Для любой другой компоненты T множества D \ Y+

нетрудно видеть, что, за исключением критических хорд на границе мно-
жества T , которые отображаются в точки, все остальные точки из ∂(T )
отображаются один к одному.

Определение (Минорные множества ламинаций из L(Y)). Для L ∼∈
L(Y) определим минорное множество m∼ ламинации L∼ следующим
образом.

1) Если множество C∼ конечно, то положим m∼ = σd(C∼).

2) Предположим, что множество C∼ является квадратичной перио-
дической щелью Фату U периода n. Выберем максимальную ко-
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нечную щель G, вершины которой неподвижны относительно отоб-
ражения σnd и которая имеет общую сторону с U . Положим m∼
равным σd-образу щели G.

Следующая теорема обобщает ламинационное описание квадратич-
ного комбинаторного множества Мандельброта.

Теорема. Минорные множества инвариантных геодезических лами-
наций из L(Y) являются классами эквивалентности некоторого неин-
вариантного ламинационного отношения эквивалентности ∼Y. Соот-
ветствующее этому отношению эквивалентности факторпростран-
ство M(Y) (пережатый диск) содержит бесконечно много непересекаю-
щихся друг с другом максимальных копий комбинаторного квадратич-
ного множества Мандельброта. Компоненты внутренности множе-
ства M(Y) совпадают либо с гиперболическими компонентами в копи-
ях комбинаторного квадратичного множества Мандельброта, либо с
параметрическими компонентами типа Зигелевского захвата.

Приведенный в теореме результат готовится к публикации.

6.5. Исчисление Шуберта и симплектические много-
гранники Гельфанда–Цетлина

В работе сотрудника лаборатории Валентины Кириченко [29], совмест-
ной с М. Падалко, строится модель исчисления Шуберта для типа C,
и формулируется гипотеза, выражающая циклы Шуберта через суммы
граней симплектического многогранника Гельфанда–Цетлина. Напом-
ним, что модель исчисленияШуберта через классические многогранники
Гельфанда–Цетлина была разработана в [30]. Там же были получены яв-
ные представления через грани для циклов Шуберта в типе A с помощью
геометрического митоза в типе A. На комбинаторном уровне геометри-
ческий митоз в типе A совпадает с митозом Кнутсона–Миллера [31] на
приведённых RC-графах или пайп дримах.

Геометрический митоз был перенесён на произвольный тип в рабо-
те [27]. Комбинаторная реализация геометрического митоза в типе C
изучалась для Sp6 в [33] для многогранников, построенных с помощью
выпукло-геометрических операторов разделённых разностей [26] по раз-
ложению (s3s2s1)3 самого длинного элемента в группе Вейля (здесь s3

соответствует более длинному корню). Однако комбинаторика оказалась
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слишком сложной, и обобщать этот подход на Sp2n представляется неце-
лесобразным.

Недавно мы заметили, что гораздо более простому комбинатор-
ному митозу, разработанному в [27, Section 5] для Sp2n можно при-
дать геометрический смысл с помощью симплектических многогран-
ников Гельфанда–Цетлина. Несмотря на то, что геометрический ми-
тоз из [27] нельзя прямо применить к симплектическим многогранни-
кам Гельфанда–Цетлина, он тем не менее позволяет угадать возможных
представителей для цикловШуберта, а затем доказать гипотезу другими
методами (например, методами [28, Section 4]).

Симплектические многогранники Гельфанда–Цетлина определяются
простыми неравенствами с помощью обрезанных диаграмм Гельфанда–
Цетлина [25, Section 4], [32, Section 4]. Мы определяем биекцию между
этими диаграммами и диаграммами из [27, Section 5]. Это позволяет со-
поставить грань симплектического многогранника Гельфанда–Цетлина
каждой из диаграмм, полученных митозом из [27, Section 5]. Наша ги-
потеза состоит в том, что полученные таким образом наборы граней
представляют циклы Шуберта симплектического многообразия флагов
в смысле [30, 27], то есть характеры граней дают соответствующие ха-
рактеры Демазюра. Мы проверили гипотезу для Sp4 и теперь разраба-
тываем метод её доказательства для произвольного n.

6.6. Явное описание изоморфизма между колчанны-
ми многообразиями типа А и срезами в аффин-
ном Грассманиане

Этот раздел описывает результаты Михаила Финкельберга, сотрудника
Лаборатории Алгебраической Геометрии, полученные в 2016 году.

Миркович и Выборнов в статье [37] построили изоморфизм меж-
ду колчанными многообразиями Накаджимы M0(v,w) типа A и транс-
версальными срезами W

λ

µ в аффинном Грассманиане, соответствующем
группе GLw1+···+wn (λ и µ некоторым специальным образом строятся по
v,w). Этот изоморфизм строится в несколько шагов: сначала колчанные
многообразия отождествляются с некоторыми специальными срезами к
нильпотентным орбитам Oλ ⊂ gl∑ iwi , а те, в свою очередь, уже отож-
дествляются со срезами в аффинном Грассманиане.

Мы изучаем другую, более геометрическую конструкцию изоморфиз-
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ма между колчанными многообразиями Накаджимы M0(v,w) типа A и
срезами W

λ

µ. А именно, в работе [34] описан изоморфизм между регу-
лярной частью в срезе W

λ

µ (обозначается Wλ
µ) и некоторой связной ком-

понентой подмногообразия многообразия BunvGLw(A2) состоящего из то-
чек, неподвижных относительно некоторого C∗-действия на BunvGLw(A2).
(C-точки BunvGLw(A2) суть пучки без кручения ранга w на P2 со вто-
рым классом Черна, равным v и выбранной тривиализацией в ограни-
чении на бесконечно удаленную прямую). Будем обозначать эти связ-
ные компоненты как BunλGLm,µ(A2/Gm). Пространство BunvGLw(A2) обла-
дает естественной компактификацией — Uv

GLw
(A2)) (пространства Улен-

бек см. [35]). В статье [34] доказывается, что срезы W
λ

µ изоморфны за-
мыканию BunλGLm,µ(A2/Gm) в пространстве Уленбек. Будем обозначать
их Uλ

GLm,µ
(A2/Gm). Пользуясь ADHM-конструкцией, Накаджима описал

изоморфизм между колчанными многообразиями типа А и многообрази-
ями Uλ

GLm,µ
(A2/Gm). Тем самым, получается другой изоморфизм между

колчанными многообразиями типа A и срезами W
λ

µ, который априори не
совпадает с изоморфизмом, построенном в [37].

Мы явно вычислили этот изоморфизм (в случае выполнения стан-
дартных условий доминантности на v,w). Таким образом, изоморфизм
между колчанными многообразиями Накаджимы M0(v,w) типа A и сре-
зами W

λ

µ описан совершенно явной формулой. В частном случае (когда
µ = 0) эта формула была найдена в работе [36]. Также мы показали, что
эта формула задает ровно тот же изоморфизм, который получается в
статье [37] тем самым доказав, что изоморфизм Мирковича-Выборнова
совпадает с изоморфизмом Бравермана, Финкельберга и Накаджимы.

6.7. Многочлены Костки–Шоджи и диаграмы свёрт-
ки Люстига

Этот раздел описывает результаты Андрея Ионова, стажера Лаборато-
рии Алгебраической Геометрии, полученные в 2016 году.

Пусть G — редуктивная комплексная алгебраическая группа. В ра-
боте [38] показывается, что многочлены Костки задают градуированные
кратности в глобальных сеченияx линейного расслоения на кокасатель-
ном пространстве к пространству флагов для двойственной по Ленгленд-
су группы G∨. Авторы работы [39] замечают, что классические много-
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члены Костки–Шоджи ([42]) схожим образом задают градуированные
кратности в глобальных сечениях линейного расслоения на тотальном
пространстве некоторого векторного расслоения на квадрате многооб-
разия флагов для GLN . Оказывается, что это векторное расслоение яв-
ляется итерированной диаграммой свёртки для циклического колчана
Ã1 ([41]). При этом зануление высших когомологий линейного расслое-
ния следует из Фробениус-расщепимости диаграм свёртки, что в свою
очередь следует из существование разрешения типа Ботта–Самельсона–
Демазюра–Хансена в типе A ([40]).

В работе [39] исследуется обобщение этих утверждений, дающее
связь между версией многочленов Костки–Шоджи ([42]), зависящей от
r переменных K−λµ(t1, . . . , tr), где λ,µ - r-мультиразбиения и (муль-
ти)градуированными кратностями в глобальных сечениях расслоений на
итерированной диаграмме свёртки циклического колчана Ãr−1. Для до-
казательства этого факт применяется метод аналогичный описанному
выше. Авторы доказывают это утверждение для случая регулярного µ.
Заметим, что в частности из этого утверждения следует неотрицатель-
ность коэффициентов многочленов K−λµ(t1, . . . , tr).

6.8. Примитивные формы для Гепнеровских особен-
ностей

Этот раздел описывает результаты Андрея Ионова, стажера Лаборато-
рии Алгебраической Геометрии, полученные в 2016 году.

Гепнеровская особенность Gk,n — это фактор особенности Fk,n =∑n
i=1 x

k
i по действию группы Sn перестановками координат.

Интерес к Гепнеровским особенностям появился после того как в
работе Д. Гепнера [49] был установлен изоморфизм между киральным
кольцом модели Казама–Сузуки SU(n+1)k−n−1/(SU(n)k−n×U(1)), коль-
цом Милнора Гепнеровской особенности Gk,n и кольцом когомологий
грассманиана Gr(n, k). Дальнейшие исследования связи Гепнеровских
особенностей и топологических конформных теорий поля (TCFT) про-
должились в работах [54], [50].

Все три стороны изоморфизма построенного в [49] допускают есте-
ственные деформации снабженные структурой Фробениусова многообра-
зия: деформации потомками Виттена ([48]) для киральных колец TCFT,
структуры Саито для колец Милнора особенностей ([52]) и квантовые ко-
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гомологии для кольца когомологий. Легко проверить, что Фробениусова
структура квантовых когомологий неизоморфна другим двум структу-
рам даже в простейших случаях. Однако, в работе [48] было доказано,
что структура Саито для особенности zk+1 даёт Фробениусово многооб-
разие изоморфное Фробениусовому многообразию для модели Казама–
Сузуки SU(2)k/U(1), также известной как минимальная модель типа
Ak. Это ведет к естественной гипотезе о связи между структурами Са-
ито для Гепнеровских особенностей и деформациями потомками Вит-
тена для моделей Казама–Сузуки. Говоря точнее, должна существовать
некоторая примитивная форма Саито дающая Фробениусово многообра-
зие изоморфное многообразию приходящему из деформаций потомками
Виттена кирального кольца модели Казама–Сузуки. Дальнейшие иссле-
дования примитивных форм для Гепнеровсих особенностей продолжи-
лись в работах [43], [44], [46], [53].

В работе [51] автор исследует связь между структурами Саито для
Гепнеровской особенности и особенности Fk,n. Это является естествен-
ным аналогом в теории особенностей одного из результатов [47], уста-
навливающего связь между квантовыми когомологиями грассманиана
Gr(n, k) и произведения проективных пространств (Pk−1)×n. В частно-
сти в [51] методы [47] используются для построения примитивных форм
Саито для Гепнеровских особенностей.

Примечательно, что из связи установленной в [51] должна следовать
связь между моделью Казама–Сузуки SU(n+1)k−n−1/(SU(n)k−n×U(1))
и тензорного произведения n копий минимальной модели SU(2)k/U(1),
что должно быть исследовано в последующих работах.

6.9. Многообразия Фано и Калаби–Яу как сечения
расслоений на многообразиях флагов

Грассманианы и многообразия флагов являются примерами многообра-
зий Фано: гладких комплексных проективных алгебраических многооб-
разий X, антиканонический дивизор которых −KX обилен. Напомним,
что индексом многообразия Фано называется наибольшее целое число,
делящее −KX в группе Pic(X). В работе О. Кюхле [55] классифицирова-
ны четырехмерные многообразия Фано индекса 1, получаемые как мно-
жества нулей набора общих сечений однородных векторных расслоений
на грассманианах Gr(k, n), а также вычислены числа Ходжа и много-
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члены Гильберта этих многообразий. При этом проверка того, является
ли многообразием Фано множество нулей общих сечений данного набора
векторных расслоений, является по сути дела задачей теории представ-
лений. Эту конструкцию можно рассматривать как источник большо-
го числа примеров новых четырехмерных многообразий Фано. Впослед-
ствии эти многообразия исследовались также А. Г. Кузнецовым [56] и
Л. Манивелем [57].

Эти результаты были обобщены и углублены в работе Евгения Смир-
нова и Константина Шрамова, сотрудников лаборатории.

В работе Кюхле рассматриваются только грассманианы типа A. Це-
лью нашей работы является получение классификации четырехмерных
многообразий Фано, происходящих таким образом из многообразий G/P ,
где G — произвольная связная редуктивная алгебраическая группа, а
P — ее максимальная параболическая подгруппа, а также получить оцен-
ку на размерность объемлющего грассманиана и параметры векторных
расслоений, для которых таким образом получается многообразие Фано
произвольной фиксированной размерности, что, возможно, даст еще на-
бор примеров многообразий Фано размерности 5 и выше. В ходе проекта
было построено несколько первых примеров таких многообразий.

6.10. Суперпотенциал Гайотто–Виттена и Уиттэкеро-
вы Д-модули на пространстве модулей монопо-
лей

Работа сотрудника лаборатории Михаила Финкельберга, и опубликован-
ной в отчетный период совместно с А. Браверманом и Г. Доброволска
посвящена аспектам геометрической теории представлений, связанным
с математической физикой. Работа [58] описывает разнообразные есте-
ственные структуры на пространстве модулей евклидовых монополей,
вычисляя их в естественных координатах на этом пространстве, введён-
ных ранее в [59]. В этом разделе разъясняется значение и сфера приме-
нимости результатов этой работы.

Пусть G почти простая односвязная алгебраическая группа над C.
Обозначим B пространство флагов G. Фиксируем пару противополож-
ных борелевских подгрупп B, B−, пересекающихся по картановскому то-
ру T (таким образом, B = G/B = G/B−).

Пусть Λ обозначает решётку кохарактеров T ; поскольку G предпо-
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лагается односвязной, эта решётка совпадает с решёткой кокорней G.
Обозначим Λ+ ⊂ Λ подгруппу, порождённую простыми кокорнями. Бу-
дем говорить α ≥ β (для α, β ∈ Λ), если α− β ∈ Λ+.

Хорошо известно, что H2(B,Z) = Λ и что элемент α ∈ H2(B,Z)
представим классом алгебраической кривой тогда и только тогда, когда
α ∈ Λ+. Пусть

◦
Zα обозначает пространство алгебраических отображе-

ний P1 → B степени α, переводящих ∞ ∈ P1 в B ∈ B. Известно [59],
что это гладкое симплектическое аффинное многообразие, изоморфное
пространству модулей обрамлённых G-монополей на R3 с максималь-
ным нарушением симметрии на бесконечности, топологического заряда
α [63], [64].

Схема
◦
Zα снабжена целым набором замечательных структур (пере-

численных ниже). С другой стороны, в [59] авторы ввели систему (би-

рациональных этальных) координат на
◦
Zα. Целью настоящей работы

является явное вычисление этих структур в координатах. В частности,
оказывается, что суперпотенциал Гайотто–Виттена [62] допускает есте-
ственную интерпретацию в терминах D-модулей Уиттэкера [61].

6.10.1. Квазиотображения

Схема
◦
Zα снабжена естественной частичной компактификацией Zα. Она

может быть реализована как пространство базированных квазиотобра-
жений степени α; теоретико-множественно она может быть описана сле-
дующим образом:

Zα =
⊔

0≤β≤α

◦
Zβ × Aα−β,

где для γ ∈ Λ+ мы обозначаем Aγ пространство всех крашеных дивизо-
ров

∑
γixi с xi ∈ A1, γi ∈ Λ+, таких что

∑
γi = γ.

6.10.2. “Симметричное” определение застав

Фиксируем λ, µ ∈ Λ. Обозначим
◦
Zλ,µ схему, классифицирующую следу-

ющие данные:
1) G-расслоение F на P1 с тривиализацией на ∞ ∈ P1.
2) B-структуру FB на F, такую что индуцированное T -расслоение

FT,+ имеет степень λ. Мы требуем, чтобы слой FB был равен B в ∞.
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3) B−-структуру FB− на F, такую что индуцированное T -расслоение
FT,− имеет степень µ. Мы требуем, чтобы слой FB− был равен B− в ∞.

Легко видеть, что это в самом деле схема. Больше того,
◦
Zλ,µ естественно

изоморфна
◦
Zλ−µ.

6.10.3. Структуры на пространстве застав

Легко видеть, что пространство
◦
Zα снабжено следующими структурами:

1) Схема
◦
Zα имеет естественную симплектическую структуру [59].

2) Есть естественный морфизм πα :
◦
Zα → Aα. Более того, для

β, γ ∈ Λ+ пусть (Aβ × Aγ)disj обозначает пространство пар непере-
секающихся крашеных дивизоров степеней β и γ. Если α = β + γ,
то имеется естественное этальное отображение (Aβ × Aγ)disj → Aα.
Факторизация — это канонический изоморфизм

fβ,γ : (Aβ × Aγ)disj ×Aα Z
α ∼−→ (Aβ × Aγ)disj ×Aβ×Aγ (Zβ × Zγ).

Он будет называться свойством факторизации застав.

3) Картановская инволюция на группе G (которая переставляет B и
B− и индуцирует отображение t 7→ t−1 на торе T ) индуцирует инво-

люцию ι на
◦
Zα (это ясно с точки зрения определения

◦
Zα, данного

в 6.10.2).

4) Пусть ∂Zα = Zα\
◦
Zα. Тогда ∂Zα является дивизором Картье; более

того, дивизором нулей некоторой функции Fα на Zα, обратимой на
◦
Zα (эта функция определена однозначно с точностью до умножения
на константу).

5) Фиксируем λ, µ ∈ Λ, такие что λ− µ = α. Тогда для каждого про-

стого корня α̌i of G имеются канонические морфизмы Eαλ,+,i :
◦
Zα →

H1(P1,O(〈−α̌i, λ〉), Eαµ,−,i :
◦
Zα → H1(P1,O(〈−α̌i, µ〉). Так как точ-

ное определение довольно сложно, мы приведём определение для
G = SL(2). В этом случае Zλ,µ ' Zα классифицирует двумерные
векторные расслоения F на P1 с тривиализованным детерминантом
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и двумя точными последовательностями 0→ L+ → F → L−1
+ → 0 и

0 → L− → F → L−1
− → 0 т.ч. degL+ = −λ, degL− = −µ (мы отож-

дествляем решётку Λ с Z). Кроме того, F снабжено тривиализацией
в∞, совместимой с L+ и L−; в частности, L+ и L− тоже тривиали-
зованы в ∞, что позволяет отождествить их канонически с O(−λ)
и O(−µ) (мы обозначаем O(n), n ∈ Z линейное расслоение на P1,
тривиализованное в ∞ ∈ P1). Поэтому вышеприведённые короткие
точные последовательности задают элементы в H1(P1,O(−2λ)) and
H1(P1,O(−2µ)).

Пусть χλi,+ :
◦
Zλ,µ × H0(P1,O(〈λ, α̌i〉 − 2)) → C — это компо-

зиция Eαλ,+,i и естественного спаривания H0(P1,O(〈λ, α̌i〉 − 2)) ×
H1(P1,O(−〈λ, α̌i〉))→ C. Заметим, что элемент H0(P1,O(〈λ, α̌i〉−2)
можно рассматривать как многочлен Ki от z степени ≤ 〈λ, α̌i〉 − 2.

Аналогично, пусть χµi,− :
◦
Zλ,µ × H0(P1,O(〈µ, α̌i〉 − 2)) → C — со-

ответствующая функция (полученная заменой Eαλ,+,i на Eαµ,−,i). Мы
определяем Eαλ,+ как прямую сумму всех Eαλ,+,i; аналогично опреде-
ляется Eαµ,− (иногда мы опускаем индексы λ, µ и α, если нет опас-
ности путаницы). Очевидно, отображения E+ и E− переставляются
инволюцией ι.

6.10.4. Координаты на заставах

Напомним определение системы этальных бирациональных координат на
◦
Zα в случае G = SL(2). Тогда

◦
Zα состоит из всех отображений P1 → P1

степени α, переводящих ∞ в 0. Можно представлять такое отображение
как рациональную функцию R

Q
, где Q является многочленом со стар-

шим коэффициентом 1 степени α, а R является многочленом степени
< α. Пусть w1, . . . , wα — нули Q. Положим yr = R(wr). Тогда функ-
ции (y1, . . . , yα, w1, . . . , wα) образуют систему этальных бирациональных

координат на
◦
Zα.

Для произвольной G определение системы координат аналогично вы-
шеприведённому. В этом случае, точка

◦
Zα задаёт многочлены Ri, Qi, где

i пробегает множество вершин диаграммы Дынкина G, и
(1) Qi является многочленом со старшим коэффициентом 1 степени

〈α, ω̌i〉
(2) Ri является многочленом степени < 〈α, ω̌i〉.
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Поэтому мы можем определить (этальные бирациональные) коорди-
наты (yi,r, wi,r), где i определено выше, а r = 1, . . . , 〈α, ω̌i〉. Нам бу-
дет удобно использовать немного видоизменённые координаты yi,r :=

yi,r
∏

j 6=iQ
〈αj ,α̌i〉/2
j (wi,r). Основным результатом является следующая

Теорема 6.1. 1) Скобка Пуассона модифицированных координат
(относительно симплектической структуры [59]) выглядит так:

{wi,r, wj,s} = 0, {wi,r,yj,s} = ďiδijδrsyj,s, {yi,r,yj,s} = 0.

2) (Напомним, что уравнение границы Fα определено с точно-
стью до мультипликативной константы.) Fα =

∏
i,r y

di
i,r =∏

i,r y
di
i,r

∏
j 6=iQ

αj ·αi/2
j (wi,r).

3) Определим ещё одну модифицированную систему рациональных

этальных координат на
◦
Zα:

yi,r :=
yi,r

Q′i(wi,r)
, (6.10.1)

где Q′i обозначает производную многочлена Qi(z). Тогда

fβ,γ(wi,r, yi,r)
1≤r≤ai
i∈I =

(
(wi,r, yi,r)

1≤r≤bi
i∈I , (wi,r, yi,r)

bi+1≤r≤ai
i∈I

)
. (6.10.2)

4) Инволюция ι переводит (wi,r,yi,r) в (wi,r,y
−1
i,r ).

5) Имеем

χλi,+(w, y, z) =

ai∑
r=1

y−1
i,r

∏
j 6=iQ

−〈αj ,α̌i〉
j (wi,r)

Q′i(wi,r)
Ki(wi,r) =

ai∑
r=1

y−1
i,r

∏
j 6=iQ

−〈αj ,α̌i〉/2
j (wi,r)

Q′i(wi,r)
Ki(wi,r).

(6.10.3)

Аналогично,

χµi,−(w, y, z) =

ai∑
r=1

yi,r

∏
j 6=iQ

−〈αj ,α̌i〉/2
j (wi,r)

Q′i(wi,r)
Ki(wi,r). (6.10.4)
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Замечание 6.2. Множество неприводимых компонент Irrα централь-
ного слоя факторизации π−1

α (α · 0) ⊂ Zα находится в естественной би-
екции с весовой компонентой веса α кристалла Кашивары Bǧ(∞), [60,
Параграф 14]. Инволюция, индуцированная ι на

⊔
α Irrα совпадает с ин-

волюцией ∗ : Bǧ(∞)→ Bǧ(∞) [65, 8.3].

6.10.5. Связь с работами Гайотто–Виттена и Гайцгори

Обозначения Теоремы 6.1 остаются в силе. Заметим, что многочлен K(z)
степени d со старшим коэффициентом 1 — это то же самое, что точка
A(d). Поэтому если все Ki имеют старшие коэффициенты 1, все вместе
они задают точку Aλ−2ρ. Поэтому можно рассматривать χλ± :=

∑
i∈I χ

λ
i,±

как функции на
◦
Zα × Aλ−2ρ.

Пусть Λ = (λ1, . . . , λn) — неупорядоченный набор доминантных кове-
сов с суммой λ−2ρ. Тогда Λ задаёт локально замкнутое подмногообразие
◦
AΛ в Aλ−2ρ (а именно, пространство модулей конфигураций различных
крашеных точек z = (z1, . . . , zn) т.ч. цвет zi равен λi), и мы обозначаем

χΛ
± ограничение χλ± на

◦
Zα ×

◦
AΛ. Определим (многозначные) суперпотен-

циалы W
Λ,α
± : h∨ ×

◦
Zα ×

◦
AΛ → A1, положив

W
Λ,α
± =

∑
1≤n≤N

〈λn, h∗〉zn−
∑
(i,r)

〈αi, h∗〉wi,r±logFα+χΛ
±+

∑
1≤m<n≤N

λm·λn log(zm−zn).

(6.10.5)
Заметим, что все слагаемые, кроме третьего и четвёртого, подняты с
◦
Aα×AΛ. Также из определения ясно, что экспонентаWΛ

+ корректно опре-

делена как регулярная функция на h∨ ×
◦
Zα ×

◦
AΛ. Ясно, что инволюция

ι переводит W
Λ,α
+ в W

Λ,α
− .

Пусть G = SL(2). Тогда из Теоремы 6.1 следует, что функция W
Λ,α
−

является суперпотенциалом Гайотто–Виттена, изученном в [62]. Мы со-
храним это название для функцииW

Λ,α
− для произвольнойG. Экспонента

суперпотенциала Гайотто–Виттена корректно определена на h∨×
◦
Zα×

◦
AΛ

(это не очевидно из формулы в координатах).
С другой стороны, пусть κ ∈ C иррациональное число. Тогда из ра-

боты Гайцгори [61] без труда следует такой результат:
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Теорема 6.1. Пусть Mκ,α,Λ
− обозначает D-модуль на

◦
Zα ×

◦
AΛ, порож-

дённый функцией exp(κWΛ,α
− ). Пусть πα,Λ : h∨×

◦
Zα×

◦
AΛ → h∨×Aα×

◦
AΛ

— соответствующий морфизм. Тогда πα,Λ! (Mκ,α,Λ
− ) = πα,Λ∗ (Mκ,α,Λ

− ) изо-
морфен минимальному продолжению D-модуля на открытом страте,
порождённому функцией∏

1≤n≤N

exp(〈λn, κh∗〉zn)×
∏
(i,r)

exp(−〈αi, κh∗〉wi,r)×

×
∏

(i,r) 6=(j,s)

(wi,r−wj,s)καi·αj/2×
∏

(i,r),1≤n≤N

(zn−wi,r)−καi·λn×
∏

1≤m<n≤N

(zm−zn)κλm·λn .

Замечание 6.3. Эта теорема в ограничении на открытый страт в
сущности принадлежит Гайотто и Виттену (в этом случае нетруд-
но вывести её из формулы для суперпотенциала в координатах). Ин-
терпретация суперпотенциала в терминах (6.10.5) позволяет продол-

жить этот изоморфизм на всё пространство Aα×
◦
AΛ, пользуясь рабо-

той Гайцгори. Было бы интересно найти интерпретацию этого уточ-
нённого утверждения в терминах модели Ландау–Гинзбурга, изученной
Гайотто и Виттеном.
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[56] A. G. Kuznetsov, On Küchle varieties with Picard number greater than
1, Izv. Ross. Akad. Nauk Ser. Mat. 79 (2015), no. 4, 57–70.

[57] Laurent Manivel, On Fano manifolds of Picard number one, Math. Z.
281 (2015), no. 3-4, 1129–1135.

[58] A. Braverman, G. Dobrovolska, M. Finkelberg, Gaiotto–Witten
superpotential and Whittaker D-modules on monopoles, Advances in
Mathematics 300 (2016), 451–472.

[59] M. Finkelberg, A. Kuznetsov, N. Markarian, I. Mirković, A note on
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7. Арифметическая алгебраическая геомет-
рия

7.1. Метрики Кобаяши

Научный руководитель Лаборатории Ф. Богомолов совместно с сотруд-
ником М. Вербицким и Л. Каменовой, С. Лу исследовали в работе [5]
(принята к публикации в 2016) вопрос о структуре метрики Кобаяши на
комплексных проективных многообразиях специальных типов. В частно-
сти, были исследованы многобразия, на которых имеется действие бес-
конечной группы автоморфизмов. Напомним, что метрика Кобаяши (бо-
лее точно, псевдометрика, так как могут существовать различные точ-
ки с нулевым расстоянием) на компактном комплексном многообразии
определяется при помощи системы голоморфных дисков. Было показа-
но, что для каждого многообразияM определено непрерывное отображе-
ние f : M → S в компактное метрическое пространство S со свойством:
dK(x, y) = dS

(
f(x), f(y)

)
где dK — метрика Кобаяши, а dS — метрика на

S. Метрика Кобаяши всюду вырождена, если все слои отображения f
имеют положительную размерность.

Был получен следующий результат:

Теорема 7.1. Если проективное многообразие M имеет ненулевой ка-
нонический класс и бесконечную группу бирациональных автоморфиз-
мов, то метрика Кобаяши всюду вырождена.

Этот результат является важным шагом в направлении общей гипо-
тезы о том, что метрика Кобаяши в действительности тривиальна на
компактных кэлеровых многообразиях с нулевым каноническим клас-
сом.

7.2. Абсциссы точек кручения эллиптических кривых

Ф. Богомолов совместно с Хангом Фу рассматривал поведение точек
кручения на комплексных эллиптических кривых. А именно, пусть
π : E → P1 является стандартной проекцией степени два эллиптической
кривой на проективную прямую. Пусть PEtors ⊂ P1 обозначает образ
относительно π подмножества точек кручения кривой E, рассмотренной
как абелева группа в проективной прямой при условии, что за нулевой
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элемент в E взята одна из точек ветвления проекции π. Заметим, что при
проективной замене координаты в P1 точно также изменяется и множе-
ство PEtors.

Как было показано ранее в совместной работе Ф. Богомолова и
Ю. Чинкеля, множество PEtors сушественно зависит от эллиптиче-
ской кривой E. В частности, для разных кривых E и E ′ пересечение
PEtors ∩ PE ′tors конечно и обладает геометрической интерпретацией. В
совместной работе с Хангом Фу [4] исследовалась гипотеза о существо-
вании универсальной константы, ограничивающей порядок пересечения
PEtors ∩ PE ′tors независимо от пары (E,E ′) и проективной замены коор-
динаты на P1.

Были получены следующие результаты:

Теорема 7.2. Если у двух кривых E и E ′ образы точек порядка 4 и
порядка 3 совпадают, то совпадают и образы точек порядка 2, т.е.
кривые изоморфны и имеют одно и тоже отображение.

Теорема 7.3. Если кривые определены над полем алгебраических чисел,
имеют общий образ нуля в P1 и действие группы Галуа на точках круче-
ния имеет достаточно большой образ, то нуль является единственной
общей точкой.

Эти результаты вместе с гипотезой Серра о действии группы Галуа
на точках кручения показывают, что пересечение действительно очень
маленькое во многих нетривиальных случаях. Однако, мы одновременно
получили результаты и в другом направлении:

Теорема 7.4. Имееются неизоморфные кривые, у которых пересечение
содержит 14 точек.

Отметим, что при этом пересечение состоит из образов точек доста-
точно маленьких порядков 3, 4, 5, 6.

Данные результаты об эллиптических кривых связаны с конструкци-
ей неразветленных соответствий, которая была введена в работах Ф. Бо-
гомолова и Ю. Чинкеля и рассматривается в совместной работе Ф. Бо-
гомолова и Джина Киана [7]. В этой работе были построены новые
нетривиальные соответствия между кривыми типа Cn, где Cn — это
кривая, заданная уравнением y2 = xn − 1. В частности, была дана кон-
струкция неразветленного накрытия кривой C613d , которое отображается

– 100 –



Лаборатория алгебраической геометрии и ее приложений Годовой отчет (2016)

на C2s3n5t7r , и неразветленного накрытия кривой C6·1143, которое отобра-
жается на C7. Это показывает существование нетривиальных соответ-
ствий между Cn1 и Cn2 , где ni является произведением различных отно-
сительно больших простых чисел.

В совместной работе с К. Бенингом и графом фон Бетмером [3] было
показано, что любое расслоение, общий слой которого является рацио-
нальным многообразием, бирационально эквивалентно прямому произ-
ведению после конечной замены базы. Этот относительно простой ре-
зультат говорит, что любое такое семейство имеет конечную подгруппу
группы Кремоны в качестве группы рациональной монодромии и отчасти
связан с работами Ф. Богомолова и Ю. Прохоровым [6] по инавариантам
стабильной рациональности.

7.3. Группа Гротендика стеков Делиня–Мамфорда

Сотрудик лаборатории С. Горчинский в работе, написанной совместно с
Д. Бергом, М. Ларсеном и В. Лунцем [1], изучал геометрию группы Гро-
тендика гладких проективных стеков Делиня–Мамфорда. Для постро-
ения категорной меры на данной группе изучался вопрос об описании
абелевой категории G-эквивариантных когерентных пучков на много-
образии X с действием конечной группы G, имеющим в качестве ядра
неэффективности нетривиальную (нормальную) подгруппу N в G. При
этом искомое описание должно быть в терминах H-экивариантных пуч-
ков на X, где H = G/N . Был получен следующий результат:

Теорема 7.5. Пусть Irr(N) обозначает конечную схему неприводи-
мых представлений группы N . Тогда в группе Брауэра фактор-стека
[Irr(N) ×X/H] существует элемент α, для которого имеется эквива-
лентность категорий coh(α) ' cohG(X).

Для элемента α был найден критерий равенства нулю, а также были
найдены явные представители элемента α в виде H-эквивариантных ал-
гебр Азумая в широком ряде примеров, в частности, для случая, когда
подгруппа N коммутативна и центральна.

Явное описание группы Гротендика стеков Делиня–Мамфорда так-
же позволило найти новые нетривиальные меры на данной группе.
С. Горчинским была построена мера со значением в группе Гротенди-
ка инд-мотивов Чжоу “с ограниченными группами Чжоу”, т.е. таких
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инд-мотивов lim−→i
Mi, для которых при каждом натуральном p группа

CHp(Mi) стабилизируется по i. При этом использовался один результат
из недавнего препринта Е. Шиндера [9].

В свою очередь, это позволяет строить целую серию новых мер, на-
пример, меру, равную логарифму порядка n-кручения в группе Брауэра
для фиксированного натурального числа n. В случае, когда основное по-
ле является полем комплексных числе, это также позволяет строить ме-
ру, равную логарифму кручения в третьей группе когомологий. Исполь-
зуя данные меры, можно доказать новым способом основные результаты
из работ [9] и [6]. Также можно получить обобщения результатов данных
работ, относящихся к поверхностям, на случай произвольной размерно-
сти. Ожидается, что это позволит найти новые инварианты конечных
подгрупп в многомерных группах Кремоны.

7.4. Группы Чжоу алгебраических многообразий

В работе К. Вуазен [10] был предложен новый стабильно бирациональ-
ный инвариант гладких проективных алгебраичесих многообразий, а
именно, универсальная тривиальность групп Чжоу нуль-циклов. Дан-
ный инвариант активно применялся в последнее время многими мате-
матиками и позволил доказать стабильную нерациональность для цело-
го ряда многообразий. С. Горчинский рассматривал этот инвариант в
следующем контексте: пусть гладкое проективное трехмерное комплекс-
ное многообразие X не имеет нечетных когомологий, не имеет круче-
ния в четных когомологиях, и элементы всех его четных когомологий
являются классами алгебраических циклов. Предположим также, что
отображение класса циклов устанавливает изоморфизмы Q-векторных
пространств CH2(X)Q ' H4(X,Q), CH3(X)Q ' Q. Тогда группа Чжоу
нуль-циклов CH3(X) универсально тривиальна тогда и только тогда,
когда универсально тривиальна группа четвертых неразветвленных ко-
гомологий H4

nr(X,Z/nZ) для любого натурального числа n. Ожидается,
что данную группу неразветвленных когомологий можно будет более яв-
но вычислить в некоторых важных примерах, связанных с расслоениями
на коники.

Имеется следующая гипотеза о произведении K1-цепей и алгебраи-
ческих циклов. Пусть X является гладким проективным многообрази-
ем над полем k, Z является алгебраическим циклом коразмерности p, а
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{fW}W является K1-цепью на X коразмерности q, т.е. набором неприво-
димых подмногообразий W коразмерности q и ненулевых рациональных
функций fW ∈ k(W )∗, для которого имеется равенство

∑
W div(fW ) = 0

в группе циклов коразмерности q + 1 на X. Пусть p + q равно раз-
мерности многообразия X. Тогда корректно определено произведение
Z.{fW}W ∈ k∗. Гипотеза утверждает, что если цикл Z численно три-
виален, то произведение Z.{fW}W является корнем из единицы. Данное
утверждение было доказано С. Блохом [2] для случая, когда цикл Z гомо-
логически тривиален, при помощи гипотез Вейля и когомологий Делиня.
Таким образом, одна из стандартных гипотез Гротендика предсказывает,
что приведенная выше гипотеза верна.

При помощи характера Черна гипотезу можно свести к некоторой
другой гипотезе о K-группах. С. Горчинским был доказан частных слу-
чай последней гипотезы, а именно было доказано следующее утвержде-
ние. Пусть E• является конечным комплексом векторных расслоений
на X, для которого характер Черна численно тривиален. Заметим, что
данное условие равносильно тому, что для любого расслоения F на X
(супер)ранг когомологий H•(X,E• ⊗ F ) равен нулю. Тогда для любого
расслоения F на X и автоморфизма f : F

∼−→ F (супер)определитель
автоморфизма f на H•(X,E• ⊗ F ) равен одному.
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8. Модулярные формы в алгебраической гео-
метрии и топологии и бесконечномерные
алгебры Ли и автоморфные формы в зер-
кальной симметрии и в теории особенно-
стей

В 2016 году научные исследования выполнялись В. А. Гриценко по сле-
дующим двум направлениям:
• Модулярные формы в алгебраической геометрии, арифметике и топо-
логии;
• Бесконечномерные алгебры Ли и автоморфные формы в зеркальной
симметрии и в теории особенностей.

Оба направления имеют отношения к теории автоморфных форм и их
приложениям. Генетически, модулярные формы являются аналитиче-
скими объектами в арифметике, но имеют многочисленные приложения
в алгебраической и дифференциальной геометрии, в топологии, в теории
бесконечномерных алгебр Ли, в математической и теоретической физи-
ке.

В 2016 годы В. А. Гриценко сделал шесть докладов с консультаци-
ями (24 часa) на научных семинарах лаборатории, провел исследова-
тельский семинар на летней школе Лаборатории aлгебраической геомет-
рии в Ярославле и подготовил, отредактировал и провел оригинальный
научно-исследовательский курс Jacobi forms: 30 ans après (12 лек-
ций) в рамках программы дистанционного обучения ВШЭ. Приведем
список докладов в ВШЭ, подготовленных по результатам моих научных
исследований. Названия докладов отражают полученные результаты и
тематику исследований.

1) Автоморфные формы и новый класс Лоренцевых алгебр Каца-
Муди (05.04);

2) Тета-блоки и произведения Борчердса (04.10);
3) Модули поляризованных поверхностей Куммера и произведения

Борчердса рода 2 (21.10);
4) Формы типа Якоби и модулярные формы с t-параметром (08.11);
5) Структура градуированных колец слабых форм Якоби и ортого-

нальных модулярных форм (13.12);
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6) Производящие функции геометрических инвариантов и рефлек-
тивные модулярные формы (27.12).

Курс Jacobi forms: 30 ans après был прочитан на английском язы-
ке в рамках программы дистанционного обучения ВШЭ. Курс состоит
из 12 основных лекций (по 90 минут) и оригинальных упражнений для
12 учебно-исследовательских семинаров. Многие задания семинаров но-
сят исследовательский характер. Основная цель курса — дать введение в
новый раздел математики, в теорию модулярных форм Якоби от многих
переменных. Эта теория находит многочисленные приложения в ариф-
метике, теории бесконечномерных алгебр Ли, теории геометрических ин-
вариантов и теории струн. Курс рассчитан на студентов-дипломников
(Master students) западных университетов и сильных российских студен-
тов. Курс стал продолжением двух семестровых курсов для студентов-
бакалавров, прочитанных мною на факультете в 2015 году и является
введением в научную тематику Лаборатории алгебраической геометрии
ВШЭ. Вторая половина курса содержит новые оригинальные, нигде не
опубликованные результаты по теории форм Якоби, например, конструк-
ции автоморфных коррекций форм Якоби многих переменных. Новые
научные результаты по структуре градуированных колец слабых форм
Якоби приводимых систем корней типа nA1 вошли в материалы иссле-
довательских заданий по курсу.

Курс прочитан на международной платформе COURSERA от Наци-
онального исследовательского университета Высшая школа экономики.
Учебный ассистент курса — Дмитрий Адлер, студент магистр 2-го курса
факультета математики ВШЭ. Материалы курса и его семинаров подго-
тавливаются для издания в серии лекций математических курсов ВШЭ
для издательства Springer.

Весь 2016 на факультете математике под моим руководством (сов-
местно с С. Галкиным) работал научно-исследовательский семинар “Ав-
томорфные формы и их приложения” (коорганизаторы семинара:
Лаборатория Понселе (CNRS) и Независимый Университет). Сайт семи-
нара расположен на сайте Лаборатории алгебраической геометрии (см.
https://ag.hse.ru/automorphic).

В апреле 2016 Валерием Гриценко также прочитан курс из четы-
рех лекций на научно-исследовательской школе по Математике Теории
Струн (School on the Mathematics of String Theory) в институте CIRM,
Luminy (France). Кроме этого прочитаны следующие часовые научные
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доклады:
• Kac-Moody algebras, Borcherds products and L-functions на конфе-

ренции Физика и Теория Чисел (Physics and Number Theory), Институт
Пуанкаре, Париж;
• Lorentzian Kac-Moody algebras with 2-reflective Weyl groups на меж-

дународном семинаре по Конформной теории поля (Darmstadt-Erlangen-
Freiburg Seminar on Conformal Field theory;
• Произведения Борчердса и парамодулярная гипотеза Брамера-

Креймера на Коллоквиуме Лаборатории Чебышева в Санкт-Петербурге;

• Арифметика квадратичных форм, произведения Борчердса и авто-
морфные дискриминанты на международной конференции в Коряжме.

В 2016 В. А. Гриценко подготовлены следующие научные работы:
[1] V. Gritsenko, K. Hulek, Moduli of polarized Enriques surfaces. Progress
in Math. vol. 315 “K3 Surfaces and their Moduli”, pp. 55–72, Birkhäuser-
Spinger, 2016.
[2] V. Gritsenko, V. Nikulin, Lorentzian Kac-Moody algebras with Weyl groups
of 2-reflections. arXiv:1602.08359 (2016), 75 pages. (Статья прошла пред-
варительный отбор в Proc. of Londom Math. Soc. и находится назаключи-
тельном рецензировании с апреля 2016. Возможное принятие в печать:
март 2017.)
[3] V. Gritsenkо, C. Poor и D. Yuen “Antisymmetric Paramodular Forms of
Weights 2 and 3” Аrxiv: 1609.04146, (2016), 20 pages.

8.1. Модулярные формы в алгебраической геометрии,
арифметике и топологии

Одним из основных направлений исследований В. Гриценко в 2016 былo
изучение конструкции мероморфных автоморфных произведений Бор-
чердса как диофантовой проблемы. В результате были найдены две бес-
конечные серии мероморфных произведений Борчердса и очень интерес-
ные примеры голоморфных антисимметричных парамодулярных форм
веса 2 и 3 рода 2. Основные результаты изложены в совместной работе
В. Гриценко с К. Поором и Д. Юеном [11].
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В чем важность подобных результатов? Эти исследования тесно свя-
заны с проблемами модулярности в алгебрической геометрии. Точнее,
речь идет о точном соотношении между L-функциями алгебраических
многообразий и модулярными формами. Безусловно, такие соотноше-
ния формулируются в рамках гипотез Ленглендса. Но в нашем част-
ном случае речь идет о двумерном обобщении знаменитой гипотезы
(теперь теоремы) Шимуры–Таниямы, которая утверждает, что дзета-
функция Хассе-Вейля эллиптической кривой над полем рациональных
чисел совпадет с L-функцией Гекке модулярной формы веса 2 одной
комплексной переменной относительно конгруэнц-подруппы специаль-
ной линейной группы SL2(Z). До последнего времени не было извест-
но никаких примеров алгебрических многообразий дзета-функция кото-
рых совпадали бы L-функциями модулярных форм на группах ранга
большего единицы. Новая гипотеза парамодулярная гипотеза Брамера-
Креймера (см. [2]) является замечательным двумерным обобщением ги-
потезы Шимуры–Таниямы.

Парамодулярная Гипотеза Брамера–Креймера. (A. Brumer, K.
Kramer см. [2]) Пусть N ∈ N. Существует взаимно однозначное со-
ответствие между
(1) классами изогений абелевых поверхностей A, определенных над Q с
кондуктором с N и EndQ(A) = Z,
и
(2) одномерных линейных пространств собственных функций операто-
ров Гекке F ∈ S2 (ΓN)new с рациональными собственными значениями,
которые не являются подъемом Гриценко из пространства форм Якоби
J cusp2,N .

При этом соотвествии

L(A, s,Hasse-Weil) = L(F, s, spin).

Основной модулярной группой этой гипитезы являются парамодулярная
группа поляризации (1, N) (N ∈ Z):

ΓN =


∗ N∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗/N
∗ N∗ ∗ ∗
N∗ N∗ N∗ ∗

 ∩ Sp2(Q), ∗ ∈ Z .
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Заметим, что ΓN — арифметическая подгруппа симплектической группы
рода 2 над полем рациональных чисел, действующая на верхнюю полу-
плоскость Зигеля H2. Трехмерное модулярное многообразие ΓN \H2 изо-
морфно пространству модулей поляризованных абелевых поверхностей
с поляризацией типа (1, N). Модулярные формы относительно ΓN на-
зываются парамодулярными формами Зигеля рода 2. Подъем Гриценко
был предложен в статье [4] как инъективное отображения из простран-
ства параболических форм Якоби J cuspk,N в прострaнство параболических
парамодулярных форм Зигеля Sk(ΓN)

Lift : J cuspk,N 7→ Sk(ΓN).

Очень большой объем вычислений проделанный американскими матема-
тиками Poor и Yuen в [13] показал, что для простых N = p для p < 600
пространство S2 (Γp) порождено подъемами Гриценко для все p кроме
p ∈ {277, 349, 353, 389, 461, 523, 587}. Этот результат согласуется с Пара-
модулярной Гипотезой в следующем смысле.

A) Брамер и Креймер показали в [2], что подходящие абелевыe по-
верхности с кондуктором p < 600 не существуют для простых p, не вхо-
дящих в указанный выше список.

B) Для каждого p из указанного списка существует абелевая поверх-
ность над Q кондуктора p.

C) Для максимального простого из списка, т.е. для p = 587, суще-
ствует два класса неизогенных абелевых поверхностей кондуктора 587,
одна из которых A−587 имеет нечетный ранг.

Из вычислений Брамера и Креймера следует, что класс изогении пер-
вой абелевой поверхности над Q простого кондукторa p ранга один зада-
ется Якобианом A−587 кривой y2 + (x3 + x+ 1)y = −x3− x2. Более того на
основе компьютерных вычислений в [13] доказано, что dim S−2 (Γ587) ≤ 1.
(Точная формула для размерности подобных пространств неизвестна.)
Если Парамодулярная Гипотеза верна, то должна существовать един-
ственная антиинвариантная парамодулярная форма Зигеля S−2 (Γ587) ве-
са 2 для Γ587. (Спинорная L-функция такой модулярной формы будет
иметь знак минус в функциональном уравнении.) Отметим, что подъем
Гриценко дает только инвариантные зигелевыe формы, поэтому форма
из S−2 (Γ587) автоматически новая (если она существует).

Проблема существования. Доказать существование
антиинвариантной зигелевой формы веса 2 относительно Γ587.
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Дать общий метод построения антиинвариантных парамодулярных
форм веса 2 относительно ΓN .

Наш основной результат состоит в решении этой задачи. Это дает,
в частности, новое подтверждение фундаментальной Парамодулярной
Гипотезы.

Теорема 8.1.

(1) Модулярная форма F , порождающая пространство S−2 (Γ587),
строится как произведение Борчердса. Она имеет целые коэффи-
циенты Фурье.

(2) Существует (диофантовый) метод построения антиинвариан-
тых автоморфных произведений Борчердса для парамодулярных
групп ΓN .

Предложенный нами метод построения базируется на теории тета-
блоков (см. [12], [10]) и автоморфных произведений Борчердса в фор-
ме Гриценко–Никулина (см. [5]), отвечающей одномерным компонентам
модулярных многообразий. Основным структурным “кирпичиком” для
построения тета-блоков и произведений Борчердса в нашем подходе яв-
ляется (нечетная) тета-функция Якоби ϑ(τ, z) и эта-функция Дедекинда
η(τ). Мы полагаем

ϑ(τ, z) = q
1
8

(
ζ

1
2 − ζ−

1
2

)∏
j∈N

(1− qjζ)(1− qjζ−1)(1− qj),

где q = exp(2πiτ), ζ = exp(2πiz), τ ∈ H1 и z ∈ C,

η(τ) = q
1
24

∏
n∈N

(1− qn).

Известно (см. [5]), что η(τ) ∈ J 1
2
,0(ε) = M1/2(SL2(Z), ε), где ε : SL2(Z) →

U24, ϑ ∈ J 1
2
, 1
2
(ε3×vH), и ϑ` ∈ J 1

2
, 1
2
`2(ε3×v`H), где ϑ`(τ, z) = ϑ(τ, `z) и ` ∈ N.

8.1.1. Тета-блоки и инфляция

Тета-блоки появляются в теории произведений Борчердса (см. [6]) как
естественные рациональные функции от η и θ, которые являются голо-
морфными формами Якоби. Тета-блок TBf : H1 × C → C определяется
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(см. [10]) как рациональная функция

TBf = ηf(0)
∏
`∈N

(ϑ`/η)f(`) ,

для некоторой четной функции f : Z→ Z с конечным носителем. Легко
показать, что TBf ∈ J (mero)

k,m (χ), где вес k, индексm и характер χ задаются
формулами

k =
1

2
f(0); 4m =

∑
`∈Z

`2f(`);

χ = ε24A
η v2B

H ; 24A =
∑
`∈Z

f(`); 2B =
∑
`∈N

`f(`).

Чтобы проверить, является ли мероморфная форма Якоби TBf голо-
морфной (в бесконечности) формой Якоби, необходимо проверить поря-
док тета-блока в бесконечности (см. [12]), а именно надо оценить значе-
ние функции

ord(TBf ;x) =
k

12
+

1

2

∑
`∈N

f(`)B̄2(`x)

неотрицательно для 0 ≤ x ≤ 1. Если ord(TBf ;x) > 0, то TBf ∈ J (cusp)
k,m (χ).

(B̄2(x) – периодическое расширение второго полинома Бернулли B2(x) =
x2−x+ 1

6
.) Если мы перемножим все множители тета-блока, то получим

следующее представление блока в виде бесконечного произведния

TBf (τ, z) = qA
∏
`∈N

(
ζ`/2 − ζ−`/2

)f(`) ∏
n∈N

∏
`∈Z

(1− qnζ`)f(`)

= qA ζB
∏

n,`∈Z:n≥0 and
if n = 0 then ` < 0

(1− qnζ`)f(`).

В нашей работе мы рассматриваем только тета-блоки без знаменателя,
т.е. построенные по таким функциям f , что f(`) ≥ 0 всех `.

Чтобы построить произведения Борчердса нам потребуются формы
Якоби веса 0 с целыми коэффициентами Фурье, которые получаются
в виде отношений двух тета-блоков одного веса. Мы используем два
метода построения таких модулярных форм.
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Первый метод. Пусть φ тета-блок (без знаменателя). Отношение
φ|V`
φ

имеет целые коэффициенты Фурье и является почти голоморфной фор-
мой Якоби для ` = 2 (см. [10], Corollary 6.2).

Второй метод. Положим BTBf (ζ) =
∏

`∈N
(
ζ`/2 − ζ−`/2

)f(`) и назовем
это произведение частичным тета-блоком. Предположим, что частичный
тета-блок BTBf (ζ) делит BTBg(ζ) в Z[ζ1/2, ζ−1/2], тогда форма Якоби ве-

са 0 ψ =
TBg
TBf

является почти голоморфной и имеет целые коэффициен-

ты Фурье в бесконечности. В этом случае мы называем TBg инфляцией
блока TBf .

8.1.2. Явная конструкция единственной анти-симметричной
формы Зигеля из S−2 (Γ587)

Пусть T = Tf обозначает конечный список значений, содержащий f(1)
раз число 1, f(2) раз число 2 и т.д. Антисимметричноe произведение Бор-
чердса начинается с тета-блока с первым множителем типа q2, поэтому
совершенно необходимо найти подобные формы Якоби.
Предложение 1. Существует единственный голоморфный в бесконеч-
ности тета-блок веса 2 и индекса 587 с указанным выше свойством:

φ587 = TB2(1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 8, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14).

Метод 1 дает нам форму Якоби веса нуль ψ0,587 =
φ587|V`
φ587

, которая

порождает мероморфное произведение Борчердса по методу Гриценкo–
Никулина ([6]).

Чтобы “подправить” последнее мероморфное произведение до голо-
морфного мы используем условие антиинварианности произведения Бор-
чердса, записывающееся как некоторое арифметическое условие на ко-
эффициенты Фурье искомой формы Якоби. Эти соображения позволяют
нам подобрать корректирующую инфляцию для ψ0,587.
Предложение 2. Инфляция тета-блока φ587

Ξ =TB2(1, 10, 2, 2, 18, 3, 3, 4, 4, 15, 5, 6, 6, 7, 8, 16, 9, 10, 22, 12, 13, 14)

является параболической формой Якоби веса 2 и индекса 1174, начина-
ющаяся с q2, т.е. Ξ ∈ J (cusp)

2,1174 (q2).
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Комбинируя отмеченные выше два метода построения форм Якоби,
мы строим почти голоморфную форму Якоби веса 0 и индекса 587 с
целыми коэффициентами Фурье

ψ =
φ587|V2 − Ξ

φ587

∈ J (wh)
0,587.

Используя компьютер, мы можем найти все особые (сингулярные) коэф-
фициенты Фурье, отвечающие за дивизор произведения Борчердса B(ψ).
Сингулярная часть разложения Фурье приведена ниже. Она содержит
коэффициенты со степенями qn до n = 147 < 587

4
:

ψsing =
1

q
+ 4 + ζ−14 + ζ−13 + ζ−12+ζ−11 + ζ−10+ζ−9 + 2ζ−8+ζ−7+

2ζ−6 + 2ζ−5 + 2ζ−4 + 2ζ−3 + 3ζ−2 + 2ζ−1 + 2 ζ + 3 ζ2 + 2 ζ3+

2 ζ4 + 2 ζ5 + 2 ζ6 + ζ7 + 2 ζ8 + ζ9 + ζ10 + ζ11 + ζ12 + ζ13 + ζ14+

q
(
ζ−50 + 2ζ−49 + 2 ζ49 + ζ50

)
+ q2

(
ζ−69 + ζ69

)
+

q3
(
ζ−85 + 2ζ−84 + 2 ζ84 + ζ85

)
+ q4

(
ζ−98 + 2ζ−97 + 2 ζ97 + ζ98

)
+

q5
(
ζ−109 + ζ109

)
+ q6

(
ζ−119 + ζ119

)
+ q11

(
ζ−161 + ζ161

)
+

q12
(
2ζ−168 + 2 ζ168

)
+ q13

(
2ζ−175 + 2 ζ175

)
+ q15

(
ζ−188 + ζ188

)
+

q16
(
2ζ−194 + 2 ζ194

)
+ q17

(
ζ−200 + ζ200

)
+ q27

(
ζ−252 + ζ252

)
+

q29
(
3ζ−261 + 3 ζ261

)
+ q31

(
ζ−270 + ζ270

)
+ q35

(
ζ−287 + ζ287

)
+

q37
(
ζ−295 + ζ295

)
+ q67

(
ζ−397 + ζ397

)
+ q74

(
ζ−417 + ζ417

)
+

q78
(
2ζ−428 + 2 ζ428

)
+ q79

(
ζ−431 + ζ431

)
+ q85

(
ζ−447 + ζ447

)
+

q87
(
2ζ−452 + 2 ζ452

)
+ q94

(
ζ−470 + ζ470

)
+ q101

(
2ζ−487 + 2 ζ487

)
+

q106
(
ζ−499 + ζ499

)
+ q109

(
ζ−506 + ζ506

)
+ q116

(
ζ−522 + ζ522

)
+

q126
(
2ζ−544 + 2 ζ544

)
+ q133

(
ζ−559 + ζ559

)
+ q134

(
ζ−561 + ζ561

)
+O(q148).

Произведение Борчердса B(ψ) ∈ S−2 (Γ587) голоморфно, потому что все
коэффициенты сингулярной части разложения Фурье положительны.

Теорема 8.2. Имеется следующая формула бесконечного произведения
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для построенной формы в S−2 (Γ587):

B(ψ)

(
τ ζ
ζ ω

)
= q2ζ68ξ587

∏
n,r,m∈Z:m≥0, if m = 0 then n ≥ 0

and if m = n = 0 then r < 0.

(
1− qnζrξ587m

)c(nm,r;ψ)
,

где q = exp (2πiτ), ζ = exp (2πiz) и ξ = exp (2πiω), а c(n, r) коэффициен-
ты Фурье почти голоморфной формы Якоби ψ(τ, z) ∈ J (wh)

0,587. В частно-
сти, мы можем написать явную формулу для дивизора этого произве-
дения Борчердса в терминах Гумбертовых поверхностей.

8.1.3. Диофантовое обобщение конструкции Теоремы 8.2

Метод построения автоморфного произведения Борчердса в простран-
стве S−2 (Γ587) можно существенно обобщить.

Возьмем c ∈ N24 такое, что
∏24

j=1 cj = 1080. Опреде-
лим следующее алгебраическое множество Ac = {d ∈ C24 :
выполнено соотношение (8.1.1)}, где

exp

(∑
n∈N

(−1)n

(2n)!
ζ(1− 2n)

24∑
j=1

(1− c2n
j )d2n

j z
2n

)
= 1+

1

540

∑
n∈N

(−1)n

(2n)!

( ∑
1≤i<j≤24

[
(di + dj)

2n + (di − dj)2n
]
−

24∑
j=1

d2n
j

)
z2n (8.1.1)

Отметим, что Ac ⊆ C24 определено счетным числом однородных по-
линомиальных уравнений, одним для каждой четной степени. Первые
уравнения выглядят следующим образом:

24∑
j=1

c2
jd

2
j = 2

24∑
j=1

d2
j . (z2 term)

24∑
j=1

46d4
j + 6c4

jd
4
j =

24∑
i,j=1

[15(c2
i − 1)(c2

j − 1)− 8]d2
i d

2
j . (z4 term)

24∑
j=1

(128− 16c6
j)d

6
j +

24∑
i,j=1

(
224 + 42(1− c2

i )(1− c4
j)
)
d2
i d

4
j+

24∑
i,j,k=1

35(1− c2
i )(1− c2

j)(1− c2
k)d

2
i d

2
jd

2
k = 0. (z6 term)
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Алгебраическое множество Ac инвариантно относительно замены знаков
и перестановок 24 индексов. Следующая теорема дает общий метод по-
строения анти-симметричных произведений Борчердса.

Теорема 8.3. Возьмем c ∈ N24 такое, что
∏24

j=1 cj = 1080. Каждая
целая точка d ∈ Ac соответствует антисимметричному мероморф-
ному парамодулярному произведению Борчердса по следующей схеме.
Беря абсолютные значения всех координат, мы можем предполагать,
что все компоненты d ∈ Ac неотрицательные. Пусть k число нулевых
компонент в d и ε = (−1)k+1. Число N = 1

2

∑24
j=1 d

2
j целое. Положим

m =
∏

j:dj=0 cj. Тогда получается произведениe Борчердса

B(ψ) = φ̃ exp (−Grit(ψ)) ∈M (mero)
k (ΓN)ε ,

где ψ =
φ|V2 −mΞ

φ
∈ J

(nh)
0,N (Z), φ = η2k

∏
j:dj 6=0(ϑdj/η) ∈ J

(w)
k,N(2) и Ξ =

η2k
∏

j:dj 6=0(ϑcjdj/η) ∈ J (w)
k,2N(2).

8.1.4. Два бесконечных спорадических семейства целых точек
и важные примеры порамодулярных произведений Бор-
чердса

Для каждого c ∈ N24 с
∏24

j=1 cj = 1080, мы хотели бы знать разбиение
проективного алгебраического множества [Ac \ {0}] ⊆ P23(C) на непри-
водимые компоненты. Это очень интересная и трудная проблема. Ком-
пьютерные эксперименты дали нам два линейных подпространства над
Q в Ac, содержащих целую точку d для

c = [5, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] ∈ N24,

т.е. для такого c, [Ac \ {0}] содержит две проективные прямые F1 и F2:

F1 = {β, 2β, β + α, β − α, 2β + α, 2α, α, 4β, 3β + 2α, 3β + α,

3β, 3β − α, 2β + 2α, 2β, 2β − α, 2β − 2α, β + 2α, β + α, β,

β − α, β − 2α, α, 0, 0 : α, β ∈ Z}
F2 = {β, α + β, α, α− β, α + 2β, α− 2β, 2β, 2α, 2α + 2β, 2α + β,

2α− β, 2α− 2β, α + 3β, α + β, α, 4β, α− β, 3β, 2β, α− 3β,

β, β, 0, 0 : α, β ∈ Z}
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Анализируя целые точки на этих прямых, мы можем построить много
важных (с арифметической и геометрической точек зрения) примеров
парамодулярных форм рода 2. Первые примеры сведены в Таблицу 1,
которая дает антисимметричное произведение Борчердса Borch(ψ) ∈
Sk (ΓN)ε сo знаком ε = (−1)k+1.

Таблица 1. Антисимметричные произведения Борчердса в
Sk (ΓN)ε.

k N m (α, β) for F1 (α, β) for F2 ε

2 587 1 -1

2 713 1 (1, 4) or (−5, 3) -1

2 893 1 (5, 3) -1

3 122 1 (2, 1) +1

3 167 1 (1, 2) +1

3 173 1 (−2, 1) (3, 1) +1

3 197 1 (1, 2) +1

3 213 1 (3, 1) +1

3 285 1 (−3, 2) +1

5 38 3 (0, 1) +1

5 42 4 (0, 1) +1

5 53 3 (−1, 1) (1, 1) +1

5 65 3 (1, 1) +1

8 17 15 (1, 0) -1

9 15 10 (1, 0) +1

В завершении мы сделаем несколько замечаний о полученных приме-
рах Таблицы 1. Как и случае 587 (Теорема 8.2), примеры для N = 713
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и 893 подтверждают первую часть Парамодулярной Гипотезы. В силу
результатов [2] существуют абелевые поверхности над Q ранга один и
кондуктора N . Они задаются Якобианами следующих гиперэллиптиче-
ских кривых над Q ранга один и кондуктора N :

y2 = x6 − 2x5 + x4 + 2x3 + 2x2 − 4x+ 1 для N = 713

и
y2 = x6 − 2x4 − 2x3 − 3x2 − 2x+ 1 для N = 893.

8.1.5. Дальнейшие приложения в геометрии

Построенные в Таблице 1 произведения Борчердса веса 3 для 167, 173,
197 дают результат о нетривиальности групп третьих когомологий важ-
ных максимальных арифметических групп.

Теорема 8.4. Обозначим через Γ∗p расширение парамодулярной группы
Γp при помощи инволюции Фрике. (Γ∗p будет максимальной арифмети-
ческой группой в Sp2(R)). Для p = 167, 173 и 197

H3(Γ∗p,C) 6= {0}.

Отметим, что форма веса 3 для N = 122, построенная в Таблице 1 со-
ответствует форме, предсказанной в модулярной гипотезе o специальных
трехмерных многообразиях Калаби–Яу из теории Зеркальной Симмет-
рии (Корти, Голышев, Шоль, . . .).

8.2. Бесконечномерные алгебры Ли и автоморфные
формы в зеркальной симметрии и в теории осо-
бенностей

Многие производящие функции в геометрии, физике и теории алгебр Ли
являются модулярными или квазимодулярными формами относительно
различных арифметических групп. Именно поэтому автоморфныe фор-
мы являются инструментом, связывающие различные области матема-
тики. Как было отмечено в конце первой части, антисимметричные пара-
модулярные формы для групп Γ61 и Γ122 описывают эффект зеркальной
симметрии для специальных многообразий Калаби-Яу.
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В 2016 году мною (совместно с В. Никулиным) была написана фун-
даментальная работа (75 страниц), посвященная Лоренцевым алгебрам
Каца-Муди (бесконечномерные алгебры Ли типа Борчердса)
[GN2016] V. Gritsenko, V. Nikulin, Lorentzian Kac-Moody algebras with Weyl
groups of 2-reflections. arXiv:1602.08359 (2016), 75 pages. (Статья про-
шла предварительный отбор в Proc. of Londom Math. Soc.)

Уникальность Лоренцевых алгебр Каца-Муди в математике и физике
можно объяснить тем фактом, что у них происходит взрывное расшире-
ние группы симметрий от исходной гиперболической группы Вейля сиг-
натуры (n, 1) до целочисленной ортогональной группы решетки сигнату-
ры (n + 1, 2). Иначе это можно сформулировать так: Лоренцева алгебра
Каца-Муди имеет огромную группу скрытых симметрий. Существует
только конечное число таких алгебр. Их полная классифилкация – очень
трудная, фундаментальная проблема этого раздела математики.

Основные результаты статьи [GN2016]:
(1) Описан первые большой полностью расклассифицированный класс
Лоренцевых алгебр Каца-Муди без ограничения на ранг решеток.
(2) Для каждой алгебры из класса полностью описаны системы простых
корней, найдены их диаграммы Дынкина и камеры Вейля.
(3) Для алгебр из класса найдены автоморфные формы знаменателя, т.е.
построены рефлективные модулярные формы относительно некоторых
ортогональных групп. Для каждой такой модулярной формы получена
формула автоморфного произведения Борчердса.
(4) Среди всех формул знаменателей найдены те, которые получаются
как аддитивные подъемы. Эти функции дают явные описания (точные
формулы) системы мнимых простых корней соответствующих Лоренце-
вых алгебр.
(5) Кратности всех корней алгебр описаны при помощи почти голоморф-
ных форм Якоби веса 0 от многих переменных. Получены результаты по
теории форм Якоби.
(6) Построенные алгебры описывают арифметическую зеркальную сим-
метрию для решетчато-поляризованных K3 поверхностей.
(7) Получены многочисленные результаты по квазиограничениям ре-
флективных модулярных форм, которые позволяют строить новые ре-
флективные модулярные формы от меньшего числа переменных.
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(8) Используя методы (7) изучены большинство автоморфных дискри-
минантов версальных деформации 14 исключительных гиперболических
особенностей Арнольда.

Первая основная идея статьи [GN2016] состоит в том, что система
простых корней произвольной Лоренцевой алгебры Каца-Mуди должна
обладать решетчатым вектором Вейля. (Существуют разные типы векто-
ров Вейля дле гиперболических систем корней.) Сформулируем первую
основную теорему.
Теорема 2.1 (Tеорема 3.1 в [GN2016].) Следующие и только только сле-
дую эллиптические 2-рефлективные системы корней четных гипербо-
лических решеток S ранга rkS ≥ 3 имеют решетчатый вектор Вейля
ρ относительно группы Вейля W (2)(S), порожденной 2-отражениями.
Мы упорядочиваем их по рангу и по величине определителя.
Rank 3: S3,2 = U ⊕ A1, S3,8,a = 〈−2〉 ⊕ 2A1,
S3,8,b = (〈−24〉 ⊕ A2)[1/3,−1/3, 1/3],
S3,18 = U(3) ⊕ A1, S3,32,a = U(4) ⊕ A1, S3,32,b = 〈−8〉 ⊕ 2A1, S3,32,c =
U(8)[1/2, 1/2] ⊕ A1, S3,72 = 〈−24〉 ⊕ A2, S3,128,a = U(8) ⊕ A1, S3,128,b =
〈−32〉 ⊕ 2A1, S3,288 = U(12)⊕ A1,
анизотропный случай: S3,12 = 〈−4〉 ⊕ A2, S3,24 = 〈−6〉 ⊕ 2A1, S3,36 =
〈−12〉 ⊕ A2, S3,108 = 〈−36〉 ⊕ A2.

Rank 4: S4,3 = U⊕A2, S4,4 = U⊕2A1, S4,12 = U(2)⊕A2, S4,16,a = 〈−2〉⊕3A1,

S4,16,b = 〈−4〉⊕A3, S4,27,a = U(3)⊕A2, S4,27,b =

〈
0 −3
−3 2

〉
⊕A2, S4,64,a =

U(4)⊕ 2A1, S4,64,b = 〈−8〉 ⊕ 3A1, S4,108 = U(6)⊕ A2,

S4,28 =

〈 −2 −1 −1 −1
−1 2 0 0
−1 0 2 0
−1 0 0 2

〉
(anisotropic case).

Rank 5: S5,4 = U⊕A3, S5,8 = U⊕3A1, S5,16 = 〈−4〉⊕D4, S5,32,a = 〈−2〉⊕4A1,
S5,32,b = 〈−8〉 ⊕D4, S5,64 = 〈−16〉 ⊕D4, S5,128 = U(4)⊕ 3A1.

Rank 6: S6,4 = U ⊕D4, S6,5 = U ⊕A4, S6,9 = U ⊕ 2A2, S6,16,a = U(2)⊕D4,
S6,16,b = U⊕4A1, S6,64,a = 〈−2〉⊕5A1, S6,64,b = U(4)⊕D4, S6,81 = U(3)⊕2A2.

Rank 7: S7,4 = U ⊕D5, S7,6 = U ⊕ A5, S7,128 = 〈−2〉 ⊕ 6A1.

Rank 8: S8,3 = U ⊕ E6, S8,4 = U ⊕ D6, S8,7 = U ⊕ A6, S8,16 = U ⊕ 2A3,
S8,27 = U ⊕ 3A2, S8,256 = 〈−2〉 ⊕ 7A1.
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Rank 9: S9,2 = U ⊕ E7, S9,4 = U ⊕D7, S9,8 = U ⊕ A7, S9,512 = 〈−2〉 ⊕ 8A1.

Rank 10: S10,1 = U ⊕ E8, S10,4 = U ⊕ D8, S10,16 = U ⊕ 2D4, S10,64 =
U(2)⊕ 2D4.

Rank 18: S18,1 = U ⊕ 2E8.

В параграфе 3.4 работы [GN2016] анализируются диаграммы Дын-
кина гиперболических систем корней из Теоермы 2.1 и их решетчатые
векторы Вейля. При этом используются геометрические аналогии. На-
пример, для решеток S = 〈−2〉 ⊕ nA1, 2 ≤ n ≤ 8 вычисление фундамен-
тальной области (а значит и системы корней) эквивалентно вычислению
все классов исключительных кривых решетки Пикара ранга n + 1 для
невырожденных поверхностей Дель Пеццо. А вычисление вектора Вейля
эквивалентно нахождению антиканонического класса.

Мы подробно исследуем фундаментальные области гиперболических
ортогональных групп, используя технику развитую в работах Никулина
и в предыдущих совместных работах Гриценко и Никулина (см. библио-
графии в конце отчета). В случаях малой размерности схемы Дынкина
дают очень хорошее графическое представление соответствующих си-
стем корней и их групп симметрий. Некоторые примеры таких диаграмм
приведены в конце отчета. Наличие дополнительных симметрий прово-
дит к принципиально новому результаты: гиперболические системы кор-
ней могут иметь несколько автоморфных коррекций (см. Теорему 2.4
ниже.)

Во второй части статьи построены рефлективные модулярные фор-
мы, задающие автоморфные коррекции гиперболических алгебр Каца-
Муди. Интересно, что решетчатый вектор Вейля гиперболических систем
корней из Теоремы 2.1 можно вычислять и чисто автоморфными метода-
ми: рефлективная форма “указывает” на вектор Вейля своим произведе-
нием Борчердса. Для различных алгебр рефлективные формы строятся
в [GN2016] различными методами. Приведем самый широкий, наиболее
“универсальный" класс решеток.

Рассмотрим следующие двадцать четыре решетки T = 2U ⊕ K, где
K одна из решеток корней

A1, 2A1, 3A1, 4A1, N8; A2, 2A2, 3A2; A3, 2A3; A4, A5, A6, A7;

D4, 2D4, D5, D6, D7, D8; E6, E7, E8, 2E8;
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В Теореме 2.2 мы собираем основные результаты параграфов 4 и 5 рабо-
ты [GN2106].
Теорема 2.2. Пусть K одна из 24 решеток, перечисленных выше. То-
гда существует рефлективная модулярная форма Φk,K относительно
ортогональной группы решетки T . При этом

1) Все коэффициенты Фурье модулярной формы Φk,K целые.
2) Φk,K обладает произведением Борчердса

Φk,K(τ, z, ω) = qArBsC
∏

n,m∈Z, `∈K∗
(n,`,m)>0

(
1− qnr`sm

)f(nm,`)
,

где f(n, `) коэффициенты Фурье некоторой формы Якоби полученной
ограничением почти голоморфной формы Якоби веса ноль

∆(τ)−1ϑN(τ, z) = ∆(τ)−1
∑
`∈N

exp
(
πi(`, `)τ − 2πi(`, z)

)
∈ J0,N

для некоторой решетки Нимeйера N , содержащей K.
3) Решетчатый вектор Вейля гиперболической 2-корневой системы

U ⊕K, соответствующего произведения Борчердса Φk,K и Лоренцевой
алгебры задается формулой

ρU⊕K = (A,B,C) =
(
1 + h(K), −1

2

∑
v∈R2(K)>0

v, h(K)
)

где h(K) число Кокстера системы корней K и B = −1
2

∑
v∈R2(K)>0

v есть
сумма векторов Вейля неприводимых компонент системы корней K.

4) Первый нетривиальный коэффициент Фурье-Якоби формы Φk,K

имеет индекс h(K). Он равен следующему тета-блоку

η(τ)(h(K)+1)(24−rk(K)) · η(τ)rk(K)
∏

v∈R(K)>0

ϑ(τ, (v, z))

η(τ)
,

где z ∈ K⊗C, ϑ(τ, z) тета-функция Якоби, определенная в первой части
моего отчета.

5) Для K > 0 этот коэффициент отличается только η-
множителем от формулы знаменателя для аффинной алгебры Каца-
Муди с аффинной системой корней типа K̂

η(τ)rk(K)
∏

v∈R(K)>0

ϑ(τ, (v, z))

η(τ)
.
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Второй большой класс автоморфных коррекций получается при по-
мощи аддитивных подъемов (или подъемов Гриценко) форм Якоби от
многих переменных. Модулярные формы такого типа изучены в парагра-
фе 6 работы [GN2016]. Они дают автоморфную коррекцию семнадцати
решеток из Теоремы 2.1

〈−2〉 ⊕ k〈2〉 (2 ≤ k ≤ 9), U(2)⊕D4, U(4)⊕D4,

U(4)⊕ kA1 (1 ≤ k ≤ 4), U(3)⊕ kA2 (1 ≤ k ≤ 3).

Отметим, что некоторые формы из §6 [GN2016] являются многомерны-
ми аналогами тета-блоков, рассмотренных в первой часто моего отче-
та. Модулярные формы из §6 часто имеют элементарные формулы для
коэффициентов Фурье, а значит и для мнимых простых корней соот-
ветствующих Лоренцевых алгебр Каца-Муди. Типичной такой функци-
ей является формула знаменателя для алгебры, определяемой решеткой
U ⊕D8 сигнатуры (9, 1)

Lift(ϑD8) =
∑

n,m∈N, `∈ 1
2
Z8

2nm−(`,`)=0

∑
d|(n, `,m)

d3

(
−4

2`/d

)
e2πi(nτ+(`,z)+mω)).

Эта форма тесно связана с пространством модулей поверхностей Эн-
риквеса.

Сформулируем один из основных доказанных результатов для баш-
ни D8. Аналогичные башни автоморфных форм рассмотрены в §6 для
решеток 4A1 и 3A2.
Теорема 2.3. Автоморфная коррекция системы 2-корней 〈−2〉 ⊕ (k +
1)〈2〉 (1 ≤ k ≤ 7) определена модулярной формой

∆12−k,Dk = Lift(ψ12−k,Dk) ∈ S12−k(O
+(U(2)⊕ 〈−2〉 ⊕ (k + 1)〈2〉), χ2)

где
ψ12−k,Dk(τ, z) = η(τ)24−3k ϑ(z1) · . . . · ϑ(zk) (2 ≤ k ≤ 7)

и
ψ11, D1 = η(τ)21 ϑ(2z).

Эта теорема показывает, что автоморфная D8-башня Лорнцевых ал-
гебр Каца-Муди, состоящая из восьми алгебр, базируется на одной из ал-
гебр ранга три для системы корней U⊕〈4〉 из работы Гриценко-Никулина
[9]. Аналогичные результаты получены для башен типа 4A1 и 3A2.
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Рефлективные модулярные формы, построенные в Теореме 2.3 и ее
аналогax для систем корней U ⊕ 4A1 и U ⊕ 3A2 приводят к следующе-
му неожиданному результату. Гиперболическая система корней может
иметь две автоморфные коррекции, т.е. иметь две различные Ло-
ренцевы алгебры Каца-Муди с одной группой Вейля, системой простых
корней, но с различными системами мнимых простых корней и различ-
ными автоморфными формулами знаменателя!
Теорема 2.4. Система 2-корней U(2) ⊕ D4 имеет две автоморфные
коррекции.

Первая автоморфная коррекция получается из квазиограничения
формы Борчердса для группы O+(II2,26), а вторая получается как ко-
нечное (тройное) произведение преобразованной рефлективной формы
из автоморфной D8-башни Теоремы 2.3. (См. детали в §6.3 работы
[GN2016]). Существование второй коррекции можно объяснить высокой
симметричностью графа Дынкина этой системы корней (см. Приложе-
ние).
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Рис. 3. Граф Дынкина для U(4)⊕D4.

e
1

e
2

e
3

h−e  −  e
1 2

h − e  − e  
2 3

h − e  − e 
1 3

Рис. 4. Граф Дынкина для 〈−2〉 ⊕ 3A1.

e
1

e
2

e
3

e
4

e’
4

Рис. 5. Граф Дынкина для 〈−4〉 ⊕D4.
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Рис. 8. Граф Дынкина для U(6)⊕ A2.
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