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Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
-ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé,
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-êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ,
-ãèïåðêýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ñïåöèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Öåëü ïðîåêòà: èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è
ïîãðàíè÷íûõ ñ íåé îáëàñòÿõ- òåîðèÿ ÷èñåë, äèôôåðåíöèàëüíàÿ è êîì-
ïëåêñíàÿ ãåîìåòðèÿ, ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç.

Ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî
íîâûìè. Âîçìîæíû ïðèëîæåíèÿ ê òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, äèôôåðåíöè-
àëüíîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ÷èñåë è çàäà÷àì êëàññèôèêàöèè êîìïëåêñíûõ
ìíîãîîáðàçèé.
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1 Ââåäåíèå

Çà îò÷åòíûé ïåðèîä (2018) Ëàáîðàòîðèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è
åå ïðèëîæåíèé îðãàíèçîâàëà 2 ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè "Áèðàöèî-
íàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ"(26.03.2018 - 30.03.2018 è 29.10.2018 - 31.10.2018). Îñ-
íîâíûå íàó÷íûå îðãàíèçàòîðû êîíôåðåíöèè: íàó÷íûå ñîòðóäíèêè Ëàáî-
ðàòîðèèÞ.Ã.Ïðîõîðîâ è Ê.À.Øðàìîâ. Â ïåðèîä ñ 25.06.2018 ïî 29.06.2018
áûëà ïðîâåäåíà ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ãðóïïàì Áðàóýðà (îðãà-
íèçàòîð: íàó÷íûé ñîòðóäíèê Ëàáîðàòîðèè Ñ.Þ.Ðûáàêîâ). Ëàáîðàòîðèÿ
òàêæå âûñòóïèëà ñî-îðãàíèçàòîðîì ñîâìåñòíî ñ ôàêóëüòåòîì ìàòåìà-
òèêè ÍÈÓ ÂØÝ, Ìåæäèñöèïëèíàðíûì öåíòðîì Ïîíñåëå, Ñêîëêîâñêèì
èíñòèòóòîì íàóêè è òåõíîëîãèé è Íåçàâèñèìûì Ìîñêîâñêèì Óíèâåðñè-
òåòîì, ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "L-ôóíêöèè è àëãåáðàè÷åñêèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ"ïàìÿòè À.È.Çûêèíà (05.02.2018 -09.02.2018).

Áûëà ïðîâåäåíà ñòàâøàÿ òðàäèöèîííîé Âîñüìàÿ ëåòíÿÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ øêîëà "Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ"(23.07.2018 - 31.07.2018), â êîòîðîé
ïðèíÿëî ó÷àñòèå îêîëî 90 ÷åëîâåê. Âïåðâûå â ýòîì ãîäó â îäíîâðåìåí-
íî ñî øêîëîé áûëà ïðîâåäåíà Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àëãåáðà è
ãåîìåòðèÿ"(29.10.2018 - 31.10.2018).

Ëàáîðàòîðèÿ îðãàíèçîâàëà âèçèòû 10 ó÷åíûõ èç ìèðîâûõ íàó÷íûõ
öåíòðîâ, êîòîðûå ïðîâåëè ñîâìåñòíûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ ñ ñîòðóä-
íèêàìè, êîíñóëüòàöèè ñòàæåðîâ Ëàáîðàòîðèè è ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà
ìàòåìàòèêè, à òàêæå ñäåëàëè äîêëàäû íà åæåíåäåëüíîì ñåìèíàðå Ëàáî-
ðàòîðèè. Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé â 2018 ãîäó ñîòðóäíèêàìè ëàáî-
ðàòîðèè áûëî îïóáëèêîâàíî 34 ðàáîòû, â ò.÷. 35 - â æóðíàëàõ, èíäåêñè-
ðóåìûõ WoS / Scopus, èç íèõ â æóðíàëàõ êâàðòèëÿ Q1 / Q2 - 27.

Ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïðèíèìàëè ó÷àñòèå â ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ, ñåìèíàðàõ, âîðêøîïàõ, ãäå âûñòóïèëè ñ 47 äîêëàäàìè, â êî-
òîðûõ ïðåäñòàâèëè ðåçóëüòàòû ñâîèõ èññëåäîâàíèé â ëàáîðàòîðèè. 6 ñî-
òðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè, â ò.÷. 4 ñòàæåðà-èññëåäîâàòåëÿ, ïðèíÿëè ó÷àñòèå
â ïðîãðàììàõ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè â âåäóùèõ ìèðîâûõ íàó÷íûõ
öåíòðîâ.

Íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè áûëà îòìå÷åíà ðàç-
ëè÷íûìè ïðåìèÿìè è íàãðàäàìè:

• Åâãåíèé Ôåéãèí ñòàë ëàóðåàòîì ïðåìèè ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû ìî-
ëîäûì ó÷åíûì

• Äìèòðèé Êàëåäèí, Êîíñòàíòèí Øðàìîâ è Íèêîí Êóðñíîñîâ ñòàëè
ïîáåäèòåëÿìè êîíêóðñîâ íà ïîëó÷åíèå èññëåäîâàòåëüñêèõ ãðàíòîâ
ôîíäà "ÁÀÇÈÑ"
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• ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïîëó÷èëè 2 ãðàíòà ÐÍÔ: ãðóïïà ñîòðóäíè-
êîâ Ëàáîðàòîðèè ïîä ðóêîâîäñòâîì Þ.Ã.Ïðîõîðîâ ñ ïðîåêòîì "Àâ-
òîìîðôèçìû àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé"è ãðóïïà Ä.Á.Êàëåäèíà
ñ ïðîåêòîì "Ãîìîëîãè÷åñêèå îñíîâû íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè ýòî ñîâìåñòíûé ïðîåêò ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è
àññîöèèðîâàííûõ íàó÷íûõ ëàáîðàòîðèé;

• ñòàæåð-èññëåäîâàòåëü Ñåìåí Àáðàìÿí ñòàë ëàóðåàòîì ïðåìèè ÍÈÓ
ÂØÝ "Ñåðåáðÿíûé ïòåíåö";

• ñòàæåð ëàáîðàòîðèè, âûïóñêíèöà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè Ëÿëÿ Ãó-
ñåâà ñòàëà àñïèðàíòêîé ÍÈÓ ÂØÝ.

Ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïðîäîëæàëè âåñòè àêòèâíóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ
ðàáîòó, èìè áûëè ïðî÷èòàíû êóðñû íà ôàêóëüòåòå ìàòåìàòèêè ÍÈÓ
ÂØÝ, â Íåçàâèñèìîì Ìîñêîâñêîì Óíèâåðñèòåòå, ÍÎÖ ÌÈÀÍ, ïðîãðàì-
ìå Math in Moscow, íà øêîëàõ äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ, ïðîâîäèìûõ êàê ëàáîðàòîðèåé, òàê è êðóïíûìè ìåæäóíàðîä-
íûìè íàó÷íûìè è ó÷åáíûìè öåíòðàìè. ×àñòü êóðñîâ áûëà ïðî÷èòàíà
âïåðâûå. Ïî èòîãàì ñòóäåí÷åñêîãî ãîëîñîâàíèÿ íàó÷íûé ñîòðóäíèê Ëà-
áîðàòîðèè, äîöåíò ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè Å.Þ.Ñìèðíîâ áûë âûáðàí
"Ëó÷øèì ïðåïîäàâàòåëåì ÍÈÓ ÂØÝ".

Íà ïðîòÿæåíèè ãîäà øåë ñòóäåí÷åñêèé ñåìèíàð "Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóê-
òóðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ"(3-4 ÷àñà â íåäåëþ), ãäå âûñòóïàëè ñòàæåðû ëà-
áîðàòîðèè è ñòóäåíòû ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè. Ïðîäîëæàë ñâîþ ðàáîòó
Åæåíåäåëüíûé ñåìèíàð Ëàáîðàòîðèè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè (ïî÷òè
50 äâóõ÷àñîâûõ äîêëàäîâ â 2018 ãîäó), ñðåäè äîêëàä÷èêîâ - ñîòðóäíèêè
Ëàáîðàòîðèè è ôàêóëüòåòà, àññîöèèðîâàííûå ÷ëåíû íàó÷íîãî êîëëåêòè-
âà Ëàáîðàòîðèè, ó÷åíûå èç ðîññèéñêèõ è ìèðîâûõ íàó÷íûõ öåíòðîâ.

Ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè áûëè ïîëó÷åíû çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòà-
òû ïî îñíîâíûì òåìàì, çàÿâëåííûì íà 2018 ãîä:

• Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

• Ãîìîëîãè÷åñêèå è ìîòèâíûå ìåòîäû â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè

• Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé

• Êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

• Ñïåöèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ
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Ðåçóëüòàòû ðàáîò ïî ýòèì òåìàì ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåãî îò-
÷åòà.
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2 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

2.1 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè îñîáûõ ïîâåðõíîñòåé

Ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè À. Êóçíåöîâ (ñîâìåñòíî ñ Ä. Êàðìàçèíûì è
Å. Øèíäåðîì) çàíèìàëñÿ èçó÷åíèåì ñòðóêòóðû ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé
êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ öèêëè÷åñêèìè ôàê-
òîðîñîáåííîñòÿìè. Â îòëè÷èè îò ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé, òàêèå ïîâåðõíî-
ñòè íå ìîãóò èìåòü ïîëíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî íàáîðà. Îäíàêî, îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî â áîëüøîì ÷èñëå ñëó÷àåâ ðàöèîíàëüíûå ïîâåðõíîñòè òàêîãî
òèïà äîïóñêàþò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò
êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä ëîêàëüíîé
êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðîé. Îæèäàåòñÿ, ÷òî ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæå-
íèÿ òàêîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì èñêëþ÷èòåëüíûõ
íàáîðîâ íà ñëó÷àé îñîáûõ ìíîãîîáðàçèé.

Îïèøåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áîëåå ÿâíî. Íàèáîëåå òî÷íûå ðåçóëü-
òàòû ïîëó÷åíû äëÿ íîðìàëüíûõ òîðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòü X �
òàêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ Âåé-
ëÿ Cl(X) íå èìååò êðó÷åíèÿ. Òîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóê-
öèÿ.

Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé π : X̃ → X ïî-
âåðõíîñòè X (îíî çàäàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîäðàçáèåíèåì åå âååðà, êàæ-
äûé èç êîíóñîâ êîòîðîãî íàñûùåí). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

E1,0, E1,1 . . . , E1,m1 ; E2,0, E2,1, . . . , E2,m2 ; . . . ; En,0, En,1, . . . , En,mn

íåïðèâîäèìûå òîðè÷åñêè-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû íà X̃, òàê ÷òî Ei,p
ñ p ≥ 1 ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûìè äèâèçîðàìè ìîðôèçìà π, à Ei,0
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ïðîîáðàçàìè òîðè÷åñêè-èíâàðèàíòíûõ äèâèçî-
ðîâ íà X, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî âûøå öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà
ýòè äèâèçîðû îáðàçóþò �êîëåñî� (èíà÷å ãîâîðÿ, äâà äèâèçîðà ïåðåñåêà-
þòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè îòíîñèòåëüíî
öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà).

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåííûé Õèëëå [10] èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð

O(E1,0),O(E1,0 + E1,1), . . . ,O(E1,0 + E1,1 + · · ·+ En,mn)

ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà X̃ è ðàññìîòðèì ïîäêàòåãîðèè, ïîðîæäåííûå
åãî áëîêàìè

Ãi = 〈O(E1,0 + E1,1 + · · ·+ Ei,0), . . . ,O(E1,0 + E1,1 + · · ·+ Ei,mi
)〉.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîäêàòåãîðèè Ãi ñ îäíîé ñòîðîíû ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè
ïîäêàòåãîðèÿìè â Db(X̃), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîðîæäàþòñÿ îäíèì ëè-
íåéíûì ðàññëîåíèåì O(E1,0 + E1,1 + · · · + Ei,0) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ïó÷êîâ

OEi,1
(−1 + bi,1), . . . ,OEi,mi

(−1 + bi,mi
)

ñîñðåäîòî÷åííûõ íà èñêëþ÷èòåëüíûõ äèâèçîðàõ ìîðôèçìà π (çäåñü bi,p
� öåëûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò èíäåêñîâ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äèâèçîðîâ Ei,p).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ãðóïïà Cl(X) íå ñîäåðæèò êðó÷åíèÿ, òî íàé-
äåòñÿ ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L̃ íà X̃, òàêîå ÷òî

L̃|Ei,p
∼= OEi,p

(bi,p)

äëÿ âñåõ i è p ≥ 1. Ïîäêðó÷èâàÿ èñõîäíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð íà
äâîéñòâåííîå ðàññëîåíèå ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ïó÷êè ñîñðåäîòî÷åí-
íûå íà èñêëþ÷èòåëüíûõ äèâèçîðàõ â êîìïîíåíòàõ ïîëóîðòîãîíàëüíîãî
ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(X̃), ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè OEi,p

(−1),
ïîðîæäàþùèìè ÿäðî ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà ïðÿìîãî îáðàçà

π∗ : Db(X̃)→ Db(X).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàòåãîðèè

Ai := π∗(Ãi ⊗ L̃∨) ⊂ Db(X)

îáðàçóþò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

Db(X) = 〈A1,A2, . . . ,An〉.

Êîìïîíåíòû ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ÿâíî îïèñàòü.
Âî-ïåðâûõ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïèñàíèå êîìïîíåíòû Ãi, ïî ñóùå-

ñòâó ïîëó÷åííîå â [11], êàê ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè íàä íåêîòîðîé êâà-
çèíàñëåäñòâåííîé àëãåáðîé Λi ñ mi + 1 ïðîñòûì ìîäóëåì, ïðè êîòîðîì
ïó÷êè OEi,p

(−1 + bi,p) ñîîòâåòñòâóþò âñåì ïðîñòûì ìîäóëÿì êðîìå îä-
íîãî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàòåãîðèÿ Ai ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé êà-
òåãîðèè ìîäóëåé íàä àëãåáðîé ýíäîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíîãî Λi-ìîäóëÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî îñòàâøåìóñÿ ïðîñòîìó Λi-ìîäóëþ. Ýòà àëãåáðà áûëà
ÿâíî âû÷èñëåíà â [12] êàê

Ki :=
k〈z1, . . . , zl〉〈

zj

(
z
cj−2
j

)(
z
cj+1−2
j+1

)
. . .
(
z
ck−1−2
k−1

) (
zck−2
k

)
zk = 0 ïðè j ≥ k

zjzk = 0 ïðè j < k

〉 .
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Çäåñü c1, . . . , cl � êîýôôèöèåíòû â öåïíîé äðîáè Õèðöåáðóõà�Äæóíãà,
ïðåäñòàâëÿþùåé ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ri/(ri−ai), ãäå ÷èñëà ri è ai îïèñû-
âàþò öèêëè÷åñêóþ ôàêòîðîñîáåííîñòü íà ïîâåðõíîñòè X, ÿâëÿþùóþñÿ
îáðàçîì öåïî÷êè ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ Ei,1, . . . , Ei,mi

. Àëãåáðû Ki î÷å-
âèäíî ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè êîíå÷íîìåðíûìè àëãåáðàìè è ïîñòðîåííîå
ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

Â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ Âåéëÿ Cl(X) ïîâåðõíî-
ñòè X ñîäåðæèò êðó÷åíèå, ïðèâåäåííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ íå ðàáîòàåò.
Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà Ãðîòåíäèêà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè
êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(X) òàêæå ñîäåðæèò êðó÷åíèå è èç-çà ýòîãî íå
ñóùåñòâóåò ïîëóîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé ýòîé êàòåãîðèè íà ïðîèçâîä-
íûå êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ëîêàëüíûõ àëãåáð. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ
âîçìîæíîé èíòåðåñíàÿ ìîäèôèêàöèÿ êîíñòðóêöèè.

Âî-ïåðâûõ, õîòÿ íåîáõîäèìîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L̃ íà X̃ íå ñó-
ùåñòâóåò, âìåñòî íåãî ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ðàññëîåíèå Ṽ ïîäõîäÿùåãî
ðàíãà r, òàêîå ÷òî

Ṽ|Ei,p
∼= OEi,p

(bi,p)
⊕r.

Åãî àëãåáðà ýíäîìîðôèçìîâ R̃ := Ṽ∨⊗ Ṽ ÿâëÿåòñÿ Ìîðèòà-òðèâèàëüíîé
àëãåáðîé Àäçóìàè íà X̃, êîòîðàÿ òðèâèàëüíî îãðàíè÷èâàåòñÿ íà âñå èñ-
êëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû ìîðôèçìà π, è çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì îá-
ðàçîì

R̃ ∼= π∗R
àëãåáðû ÀäçóìàèR íàX (óæå íå Ìîðèòà-òðèâèàëüíîé). Ïðè ýòîì ôóíê-
òîð

πṼ∗ : Db(X̃)→ Db(X,R), F 7→ π∗(F ⊗ Ṽ∨)
ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðíûì ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé ñêðó÷åííîé ïðîèçâîä-
íîé êàòåãîðèè Db(X,R) ïîâåðõíîñòè X, à êàòåãîðèè

Ai := πṼ∗ (Ãi) = π∗(Ãi ⊗ Ṽ∨) ⊂ Db(X,R)

ïî ïðåæíåìó ýêâèâàëåíòíû ïðîèçâîäíûì êàòåãîðèÿì Ki-ìîäóëåé è îá-
ðàçóþò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

Db(X,R) = 〈A1,A2, . . . ,An〉.

Òåì ñàìûì, â äàííîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæå-
íèå ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ñêðó÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïîâåðõíî-
ñòè X, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèåé
ìîäóëåé íàä ëîêàëüíîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðîé.
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2.2 Äèàãîíàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé

Îêîëî äåñÿòè äåò íàçàä Ð.Ðóêüå äàë îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè òðèàí-
ãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè, èçìåðÿþùåå å¼ �ñëîæíîñòü�. Äëÿ òðèàíãóëèðî-
âàííîé êàòåãîðèè T è å¼ ãåíåðàòîðà G âðåìÿ ïîðîæäåíèÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê ìèíèìóì òàêèõ n, ÷òî ëþáîé îáúåêò â T åñòü ïðÿìîå ñëàãàåìîå
îáúåêòà, äîïóñêàþùåãî �ôèëüòðàöèþ� äëèíû n, ôàêòîðû êîòîðîé ñóòü
êîíå÷íûå ïðÿìûå ñóììû ñäâèãîâ G. Ðàçìåðíîñòü Ðóêüå êàòåãîðèè îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì âðåìåíè ïîðîæäåíèÿ ïî âñåì ãåíåðàòîðàì êàòå-
ãîðèè. Îñíîâíîé íåäîñòàòîê äàííîãî îïðåäåëåíèÿ � ðàçìåðíîñòü Ðóêüå
òðóäíî âû÷èñëÿòü.

Ïðè ýòîì òðóäíîñòè ñâÿçíû è ñ îöåíêàìè ðàçìåðíîñòè ñíèçó, è ñ îöåí-
êàìè ñâåðõó. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, êîãäà ðàçìåðíîñòü Ðóêüå èçâåñò-
íà, îöåíêà ñâåðõó ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ èñêëþ÷èòåëüíîãî
íàáîðà. À èìåííî, åñëè â òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè èìååòñÿ ïîë-
íûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð èç n + 1 áëîêà, òî ðàçìåðíîñòü Ðóêüå ýòîé
êàòåãîðèè íå ïðåâûøàåò n. Èñòîðè÷åñêè ïåðâûå ïðèìåðû ïîëíûõ èñ-
êëþ÷èòåëüíûõ íàáîðîâ íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñòðîèëèñü ïðè
ïîìîùè ðåçîëüâåíòû äèàãîíàëè. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X
ðåçîëüâåíòà äèàãîíàëè � ýòî ðåçîëüâåíòà ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà äèàãîíà-
ëè íà X × X ïðè ïîìîùè ðàññëîåíèé, èìåþùèõ âèä F1 � F2 äëÿ íåêî-
òîðûõ ðàññëîåíèé F1, F2 íà X. Òàêàÿ ðåçîëüâåíòà ïîçâîëÿåò íàïèñàòü
äëÿ ëþáîãî îáúåêòà F êàòåãîðèè Db(cohX) ôèëüòðàöèþ ñ ôàêòîðàìè,
ÿâëÿþùèìèñÿ ïðÿìûìè ñóììàìè ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
ðàññëîåíèé. Ïðè÷¼ì äëèíà ýòîé ôèëüòðàöèè ðàâíà äëèíå ðåçîëüâåíòû.
Êðîìå òîãî, òàêàÿ ôèëüòðàöèÿ ôóíêòîðèàëüíà îòíîñèòåëüíî îáúåêòà F .
Òåì ñàìûì, ðåçîëüâåíòà äèàãîíàëè ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èâàòü ñâåðõó ðàç-
ìåðíîñòü Ðóêüå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïîíÿòèå ðåçîëüâåíòû äèàãîíàëè ìîòèâèðóåò îïðåäåëåíèå äèàãîíàëü-
íîé ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, äàííîå Ì.Áàëëàðäîì è Ä.Ôàâåðî â [3].
À èìåííî, äèàãîíàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü X îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå
÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî ñòðóêòóðíûé ïó÷îê äèàãîíàëè íà X×X äîïóñêàåò
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî) �ôèëüòðàöèþ� äëèíû n ñ ôàêòîðà-
ìè, èìåþùèìè âèä F1 � F2 äëÿ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ F1, F2 ïðîèçâîäíîé
êàòåãîðèè X. Äèàãîíàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü � ýòî áîëåå ñèëüíûé àíàëîã
ðàçìåðíîñòè Ðóêüå, å¼ îöåíêà ñâåðõó.

Ñîòðóäíèê Ëàáîðàòîðèè À.Åëàãèí (ñîâìåñòíî ñ Â.Ëóíöåì) çàíèìàë-
ñÿ èçó÷åíèåì äèàãîíàëüíîé ðàçìåðíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îñíàù¼ííûõ
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òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé, ñì. [5]. Áûëî äàíî áîëåå îáùåå îïðåäå-
ëåíèå äèàãîíàëüíîé ðàçìåðíîñòè äëÿ ãëàäêèõ îñíàù¼ííûõ òðèàíãóëè-
ðîâàííûõ êàòåãîðèé, ïðîâåðåíà åãî íåçàâèñèìîñòü îò îñíàùåíèÿ. Áûëà
óñòàíîâëåíà ñóáàääèòèâíîñòü äëÿ äèàãîíàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðè òåí-
çîðíîì ïðîèçâåäåíèè êàòåãîðèé. À èìåííî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ DG-
àëãåáð A è B äèàãîíàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè Perf(A⊗B) íå áîëü-
øå ñóììû äèàãîíàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé êàòåãîðèé Perf(A) è Perf(B). Ýòî
óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ñâåðõó äèàãîíàëüíóþ ðàçìåðíîñòü (à
çíà÷èò, è ðàçìåðíîñòü Ðóêüå) ïðîèçâåäåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé. Â òî æå âðåìÿ, àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äëÿ ðàçìåðíîñòè Ðóêüå íå
âûïîëíåíî, áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð, äëÿ êîòî-
ðûõ íàðóøàåòñÿ ñóáàääèòèâíîñòü ðàçìåðíîñòè Ðóêüå.

2.3 Ñêëåéêè àáåëåâûõ êàòåãîðèé è ãîìîòîïû

Â ðàáîòå Ôðàíæó è Ïèðàøâèëè [6] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå �ñêëåéêè�
(recollement) àáåëåâûõ êàòåãîðèé. Ðàíåå ïîíÿòèå �ñêëåéêè� áûëî ââåäåíî
â ðàáîòå Áåéëèíñîíà�Áåðíøòåéíà�Äåëèíÿ äëÿ òðèàíãóëèðîâàííûõ êà-
òåãîðèé. �Ñêëåéêà� ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè � òðîéêà àáåëåâûõ
êàòåãîðèé (A,B, C) è íàáîð ôóíêòîðîâ:

i : A → B, e : B → C

è ñîïðÿæåííûå èì:

q : B → A, p : B → A, è l : C → B, r : C → B,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ôóíêòîðû i, l, r � ñòðîãî ïîë-
íûå è îáðàç i ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì e. Ïðèìåðîì äàííîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ: ïóñòü ó íàñ åñòü àëãåáðà R è e � èäåìïîòåíò â R.
Òîãäà A = (R/ReR)-Mod, B = R-Mod è C = (ReR)-Mod. Ôóíêòîðû
ñòðîÿòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Â ðàáîòå Ïñàðóäàêèñà [20] áûëà ïîñòðîåíà ãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ
�ïðèêëåèâàíèÿ� àáåëåâûõ êàòåãîðèé. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ è
ïðè èçó÷åíèè ãîìîòîïîâ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Íàïîìíèì ïîíÿòèå ãî-
ìîòîïà: ïóñòü R � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé è x ∈ R � ôèêñè-
ðîâàííûé ýëåìåíò. Òîãäà ãîìîòîï àëãåáðû R ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà x �
åñòü àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà Rx. Rx êàê ïðîñòðàíñòâî � èçîìîðôíî R, íî
ñ íîâîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ:

r1 ∗x r2 = r1xr2.

18



Ïîëó÷èâøàÿñÿ àëãåáðà âîîáùå ãîâîðÿ íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ åäèíèöåé.
Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþò àëãåáðó R̂x � ôîðìàëüíî äîáàâëÿþò åäèíèöó ê
àëãåáðå Rx.

Â ðàáîòå Áîíäàëà è Æäàíîâñêîãî [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ àññî-
öèàòèâíîé k-àëãåáðû R êàòåãîðèÿ ìîäóëåé ãîìîòîïà R̂x-Mod ÿâëÿåòñÿ
�ñêëåéêîé� êàòåãîðèé R-Mod è k-Mod â ñëó÷àå �ïðàâèëüíîãî� âûáîðà
ýëåìåíòà x. Òàêîé âûáîð ýëåìåíòà íàçûâàåòñÿ õîðîøî-òåìïåðèðîâàííûì.
Â ýòîì ñëó÷àå åñòü åñòåñòâåííûå îöåíêè íà ãëîáàëüíóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ
ðàçìåðíîñòü R̂x-Mod ÷åðåç ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü R-Mod. Â ñëó÷àå êî-
íå÷íîìåðíîé àëãåáðû R àâòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ õîðîøî-
òåìïåðèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ è êðîìå òîãî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â êà÷å-
ñòâå x âûáðàòü íå õîðîøî-òåìïåðèðîâàííûé ýëåìåíò, òî ãîìîëîãè÷åñêàÿ
ðàçìåðíîñòü R̂x � áåñêîíå÷íà. Â äàííûé ìîìåíò ýòà ðàáîòà ãîòîâèòñÿ ê
ïå÷àòè.

2.4 Âçàèìíî-íåñìåùåííûå áàçèñû

Èçó÷àëèñü ïðèëîæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ïðîèçâîäíûõ êàòå-
ãîðèé ê ðàçëè÷íûì âîïðîñàì êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè è ñìåæíûì
âîïðîñàì. Íàïîìíèì, ÷òî äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñà {ei} è {fj} â
ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå Cn � âçàèìíî-íåñìåùåííûå áàçèñû, åñëè

(ei, fj) =
1

n
.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íå áîëåå ÷åì n+1 ïîïàðíî âçàèìíî-
íåñìåùåííûõ áàçèñîâ â Cn. Äàâíî ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî
â Cn ñóùåñòâóþò n + 1 ýòèõ áàçèñîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = pk

äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p. Ýòà ïðîáëåìà ïîêà äàëåêà îò ðåøåíèÿ �
åñòü íåñêîëüêî ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ. Ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè ñëîæíîé ñèëüíî íåëèíåéíîé ñèñòåìû
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî åñòåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêîé çàäà÷è
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îïðåäåëåííîãî âèäà ïðåäñòàâëåíèé ðåäóöèðîâàííûõ
àëãåáð Òåìïåðëè�Ëèáà ïîëíîãî äâóäîëüíîãî (â ñëó÷àå èçó÷åíèÿ ïàð áà-
çèñîâ) è n+1-äîëüíîãî (â ñëó÷àå èçó÷åíèÿ n+1 áàçèñîâ) ãðàôà. Âîîáùå,
ðåäóöèðîâàííàÿ àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà ñòðîèòñÿ ïî ãðàôó Γ áåç êðàò-
íûõ ðåáåð è ïåòåëü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîðîæäàþùèå ýòîé àëãåáðû �
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ïðîåêòîðû xv, èíäåêñèðóåìûå âåðøèíàìè ãðàôà. Äëÿ ýòèõ ïîðîæäàþ-
ùèõ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ: xvxw = xwxv = 0 åñëè íåò ðåáðà ìåæäó
âåðøèíàìè v, w. Åñëè åñòü ðåáðî, òî xvxwxv = rxv, xwxvxw = rxw. Äëÿ ñî-
îòâåòñòâèÿ âçàèìíî-íåñìåùåííûì áàçèñàì íóæíî ïîëîæèòü r = 1

n
. Áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ðåäóöèðîâàííàÿ àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà ÿâëÿåòñÿ ãîìîòî-
ïîì àëãåáðû ïóòåé ãðàôà, ÷òî ñòèìóëèðîâàëî èññëåäîâàíèå ãîìîëîãè÷å-
ñêîé òåîðèè ãîìîòîïîâ.

Â ñëó÷àå n = 7 áûëî ïîñòðîåíî îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî ïàð âçàèìíî-
íåñìåùåííûõ áàçèñîâ. Îäíàêî, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â êàæäîé òî÷-
êå íå ìåíüøå 2. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ãèïîòå-
çà, ÷òî ýòà ñåìåéñòâî � ÷àñòíûé ñëó÷àé äâóìåðíîãî ñåìåéñòâà âçàèìíî-
íåñìåùåííûõ áàçèñîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà áûëî áû åñòå-
ñòâåííî àëãåáðàè÷åñêè ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ïîñòðîåííîå îäíîìåðíîå ñå-
ìåéñòâî. Äëÿ ýòîé öåëè â ðàáîòå Æäàíîâñêîãî è Êî÷åðîâîé [24] áûëè
ââåäåíû àëãåáðû Íèøîàðû (îí ïåðâûé çàìåòèë, ÷òî â îäíîìåðíîì ñå-
ìåéñòâå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå íà îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå áàçèñàì). Áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ àëãåáð,
à òàêæå ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé áûëî ïîñòðîåíî ýòî îäíîìåðíîå
ñåìåéñòâî. Òàêæå â ïîëüçó ñóùåñòâîâàíèÿ äâóìåðíîñòè � áûëè ïîñòðîå-
íû âåêòîðíûå ïîëÿ, ïîðîæäàþùèå äâóìåðíîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
â êàæäîé òî÷êå îäíîìåðíîãî ñåìåéñòâà.

2.5 Ñâîéñòâî ñþðúåêòèâíîñòè â ñåìåéñòâàõ ðàöèîíàëüíûõ îòîá-
ðàæåíèé

Â ðàáîòå Æäàíîâñêîãî è Êàðæåìàíîâà [13] èçó÷àëèñü ñâîéñòâà ðàöèî-
íàëüíûõ îòîáðàæåíèé ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ f : Pn 99K Pn. Â ðà-
áîòå [1] áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ îá îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà ñþðúåêòèâíûõ
ðàöèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ îòîáðà-
æåíèé. Â äàííîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ íà ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ft, t ∈ T âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
äîïóñòèì f0 � ñþðúåêòèâíîå, òîãäà è îáùèé ýëåìåíò ñåìåéñòâà ft �
ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

20



2.6 ×åòûðåõìåðíàÿ êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ è òâèñòîðû

2.6.1 Îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìîé êâàíòîâîé ìîäåëè

Òâèñòîðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåôîðìó-
ëèðîâàòü êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîé òåîðèè ïî-
ëÿ â òåðìèíàõ ãåîìåòðèè òðåõìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà � ïðîñòðàíñòâà òâèñòîðîâ. Â ñëó÷àå êâàíòîâîé òåîðèè òàê-
æå ìîæíî îæèäàòü ïîäîáíîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Ïðèìåðîâ òâèñòîðíîãî ñî-
îòâåòñòâèÿ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîêà íå ìíîãî (ñì., â ÷àñòíîñòè, [22]).
Êîíôîðìíûå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ â òåõ êâàíòîâûõ òåîðèÿõ, â êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò óäà÷íîå ñîêðàùåíèå óëüòðàôèîëåòîâûõ ðàñõîäèìîñòåé. Ýòî,
êàê ïðàâèëî ñóïåðñèììåòðè÷íûå òåîðèè. Èìååòñÿ, îäíàêî, ïðèìåð íåñó-
ïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé òåîðèè, ó êîòîðîé ìîæíî ïðåäïîëàãàòü èí-
òåðåñíûå êîíôîðìíûå ñâîéñòâà. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ñàìîäóàëüíàÿ òåî-
ðèÿ ßíãà�Ìèëëñà.

Ïðîñòîòà ýòîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîñòüþ ðÿäà òåîðèè âîçìó-
ùåíèé, íî ïðè ýòîì â íåé ïðèñóòñòâóþò óëüòðàôèîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè
è ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåíîðìèðîâêè, êîòîðûå îäíàêî íå äîëæíû èñïîð-
òèòü êîíôîðìíûå ñâîéñòâà ýòîé ìîäåëè. Äåëî â òîì, ÷òî â äàííîé ìî-
äåëè íåò êîíñòàíòû ñâÿçè, à ïåðåíîðìèðîâêè èìåþòñÿ ñëåäóþùèõ äâóõ
òèïîâ [18]. Âî-ïåðâûõ, ýòî ïåðåíîðìèðîâêà òîïîëîãè÷åñêîãî ÷ëåíà â äåé-
ñòâèè, à âî-âòîðûõ, ïåðåíîðìèðîâêà ïîëÿ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò òîëüêî ê
ïîÿâëåíèþ òàê íàçûâàåìûõ êîíòàêòíûõ ÷ëåíîâ è íå ïîðòèò êîíôîðìíîå
ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé êîíôîðìíûõ íàáëþäàåìûõ. Çàäà-
÷à, ê èññëåäîâàíèþ êîòîðîé ìû òåïåðü ïåðåøëè, � ýòî çàäà÷à ïîñòðî-
åíèÿ òàêèõ íàáëþäàåìûõ. Ìû îæèäàåì, ÷òî ýòî èññëåäîâàíèå ïîçâîëèò
ñâÿçàòü ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîé ÷åòûðåõìåðíîé êâàíòîâîé òåîðèè è
àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû íà òâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ïîä-
òâåðæäàåòñÿ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå àáåëåâîé òåîðèè (ñì. îá ýòîì íèæå).

2.6.2 Òâèñòîðíîå ñîîòâåòñòâèå ïðèìåíèòåëüíî ê êâàíòîâîé
òåîðèè

Â çàäà÷àõ òåîðèè ïîëÿ, îáëàäàþùèõ êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòüþ åñòå-
ñòâåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì îðóäèåì ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ òâèñòîð-
íàÿ êîíñòðóêöèÿ, èëè òâèñòîðíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Â ïåðâóþ î÷åðåäü
ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî-
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ëÿ. Ñàìûé çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò çäåñü � ïîñòðîåíèå èíñòàíòîííûõ ðå-
øåíèé ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðèè ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé íà CP3 � êîí-
ñòðóêöèÿ Àòüè�Äðèíôåëüäà�Õèò÷èíà�Ìàíèíà. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóì-
íûì îæèäàòü áîëüøåãî îò òâèñòîðíîé êîíñòðóêöèè, â òîì ÷èñëå è â ñè-
òóàöèè êâàíòîâîé òåîðèè. Ìû îæèäàåì, ÷òî ñàìîäóàëüíàÿ òåîðèÿ ßíãà�
Ìèëëñà äàñò íîâûå èíòåðåñíûå ïðèìåðû.

Íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå ðàññìàòðèâàåìàÿ ñàìîäóàëüíàÿ òåîðèÿ ýêâè-
âàëåíòíà ãîëîìîðôíîé òåîðèè òèïà ×åðíà�Ñàéìîíñà [21] â òâèñòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Òî÷íåå ãîâîðÿ ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ èìååò âèä

S =

∫
CP3

trB ∧ (dA+ A ∧ A) ,

ãäå A � (0,1)-ôîðìà ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå Ëè êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû
(ýòî ∂̄-ñâÿçíîñòü â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè), à B � (0,1)-ôîðìà ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè O(−4) ñ àëãåáðîé Ëè (èíà÷å ãîâîðÿ,
(3,1)-ôîðìà íà CP3 ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå Ëè). Ñëîâà �ñî çíà÷åíèÿìè
â àëãåáðå Ëè êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû�, êàê âñåãäà, ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê
�ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ýíäîìîðôèçìàõ ðàññëîåíèÿ�, ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà
êîòîðîãî è åñòü êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà.

Â êâàíòîâîì ñëó÷àå íàäî â ïåðâóþ î÷åðåäü íàéòè ïðàâèëüíûå íà-
áëþäàåìûå. Ñîãëàñíî îáùåé èäåîëîãèè îæèäàåòñÿ íåêîòîðîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó êîíôîðìíûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ÷åòûðåõìåð-
íîé êâàíòîâîé òåîðèè è îïðåäåëåííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè â
òâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñëåäíèå áóäóò èìåòü ñìûñë, îáîáùàþùèé
ïîíÿòèå ãîëîìîðôíîãî èíäåêñà çàöåïëåíèÿ [2, 14, 15, 16, 7]. ×åòûðåõìåð-
íàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ äîëæíà ïîäñêàçàòü ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå òàêèõ
�ãîëîìîðôíûõ èíâàðèàíòîâ óçëîâ�.

Ïðèìåð ïîäîáíîé ñèòóàöèè áûë ðàññìîòðåí Àòüåé [2]. Â ýòîé ðàáî-
òå Àòüÿ ïîêàçàë, ÷òî êîððåëÿòîð ñâîáîäíîé áåçìàññîâîé ñêàëÿðíîé òåî-
ðèè (òî åñòü ïðîñòî ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà) ïðè òâèñòîðíîì
ïðåîáðàçîâàíèè ïðèîáðåòàåò ñìûñë ãîëîìîðôíîãî èíäåêñà çàöåïëåíèÿ
äâóõ (êîìïëåêñíûõ) ïðÿìûõ â CP3. Åñëè îáîáùèòü ýòó èäåþ íà ñëó÷àé
âçàèìîäåéñòâóþùåé êâàíòîâîé òåîðèè, ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèå èí-
òåðåñíûõ �ãîëîìîðôíûõ èíâàðèàíòîâ óçëîâ�. Ïîêà æå ìû â ñîñòîÿíèè
îïèñàòü òîëüêî ãåîìåòðèþ, îòâå÷àþùóþ àáåëåâîé òåîðèè. Â ýòîì ñëó-
÷àå ôîðìóëèðîâêà ðàññìàòðèâàåìîé êâàíòîâîé òåîðèè â òåðìèíàõ ãîëî-
ìîðôíîé òåîðèè òèïà ×åðíà�Ñàéìîíñà ïîäñêàçûâàåò, ÷òî â òâèñòîðíîì
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ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ãîëîìîðôíîå çàöåïëåíèå äâóõ êîì-
ïëåêñíûõ êðèâûõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëÿìè â ýòîé òåîðèè (ïîëÿ A è B, îïèñàííûå âûøå)
íàì ïîäõîäèò ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç êðèâûõ � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, à
âòîðàÿ � ïðÿìàÿ â CP3. (Ïîñëåäíÿÿ äîëæíà áûòü ñíàáæåíà åùå ñå÷åíèåì
ðàññëîåíèÿ O(2), ìû èìååì äåëî, íà ñàìîì äåëå, ñ èíäåêñîì çàöåïëåíèÿ
�öèêëîâ� ñ êîýôôèöèåíòàìè â ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êàõ.)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþX ⊂ CP3.
Íà X èìååòñÿ ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà α è â àáåëåâîì ñëó÷àå õîðîøàÿ íà-
áëþäàåìàÿ èìååò âèä

A(X) =

∫
X

α ∧ A.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïóñòü Y ⊂ CP3 � ïðÿìàÿ, à β � 1-ôîðìà ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè â O(4) íà Y . Ìû ïîëó÷àåì âòîðóþ íàáëþäàåìóþ

B(Y ) =

∫
Y

β ∧B.

(Íàïîìíèì, ÷òî B � ýòî (0,1)-ôîðìà ñ êîýôôèöèåíòàìè â O(−4), òàê
÷òî β ∧ B � ýòî ïðîñòî óæå (1,1)-ôîðìà íà Y ∼= CP1.) Òîãäà êîððåëÿ-
öèîííàÿ ôóíêöèÿ 〈A(X)B(Y )〉 â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè íà CP3 ðàâ-
íÿåòñÿ ãîëîìîðôíîìó èíäåêñó çàöåïëåíèÿ êðèâûõ, àíàëîãè÷íîìó ðàñ-
ñìîòðåííûì â ðàáîòàõ [2, 14]. Ïðÿìîé â CP3 îòâå÷àåò ïðè òâèñòîðíîì
ñîîòâåòñòâèè òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Èíòåðåñíî, êàêîé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé îáúåêò â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé â CP3. Ïîêà íà ýòîò âîïðîñ ëåãêî îòâåòèòü â ñëó÷àå, êîãäà
ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ âûðîæäåíà â êîëåñî N ïðÿìûõ ëèíèé. Òîãäà â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ìû ïîëó÷àåì N -óãîëüíèê ñ èçîòðîïíûìè (ñâåòî-
ïîäîáíûìè) ñòîðîíàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîëîìîðôíûé èíäåêñ çàöåïëåíèÿ
êîìïëåêñíûõ êðèâûõ â CP3 ðàâåí êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè â 4-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, êîòîðàÿ îïèñàíà íèæå.

2.6.3 Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

Ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè À. Ðîñëûé â ðàáîòå [18] èçó÷èë ñâîéñòâà ïåðâîé
íåòðèâèàëüíîé äâóõòî÷å÷íîé (îäíîïåòëåâîé) êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.
Ýòî, íà ñàìîì äåëå, ïîëíûé îòâåò: íàïîìíèì, ÷òî òåîðèÿ âîçìóùåíèé
â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îáðûâàåòñÿ íà ïåðâîé ïåòëå. Òåïåðü ìû íà-
øëè ÿâíîå âûðàæåíèå è äëÿ òðåõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Ñ
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òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áûëî áû î÷åíü õîðîøî íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó
äëÿ n-òî÷å÷íîé ôóíêöèè. Ïðîñòîòà ìîäåëè äàåò íàäåæäó, ÷òî ýòà çàäà-
÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà. Òàêîé ðåçóëüòàò äàë áû, â ÷àñòíîñòè, îïèñàíèå
ÿêîáèàíà çàìåíû ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [8].

Ìû èçó÷èëè êîíôîðìíûå ñâîéñòâà óêàçàííûõ êîððåëÿòîðîâ. Êàê óæå
áûëî ñêàçàíî, ïåðåíîðìèðîâêà ïîëÿ â ñàìîäóàëüíîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ
ê ïîÿâëåíèþ êîíòàêòíûõ ÷ëåíîâ â êîððåëÿòîðàõ. Ðàññìîòðåâ îäíî÷à-
ñòè÷íî íåïðèâîäèìûå äèàãðàììû Ôåéíìàíà ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýòè êîí-
òàêòíûå ÷ëåíû îáåñïå÷èâàþò êîíôîðìíóþ èíâàðèàíòíîñòü ýôôåêòèâíî-
ãî äåéñòâèÿ â êâàäðàòè÷íîì è êóáè÷åñêîì ÷ëåíàõ. (Ïîä ýôôåêòèâíûì
äåéñòâèåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ îäíî÷àñòè÷íî
íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì.)

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
îäíàêî ðàññìîòðåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè îïåðàòîðà âèëüñîíîâñêîé
ïåòëè (òî åñòü ñëåä îïåðàòîðà ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè, tr Pexp

∮
A, ãäå A

� êâàíòîâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå) ñî âñòàâêàìè ïîëÿ àíòè-ñàìîäóàëüíîãî
òåíçîðà P . Íàì ïîêà óäàëîñü íàéòè òîëüêî ÿâíûé âèä òàêîãî êîððåëÿòî-
ðà â ñëó÷àå, êîãäà êîíòóð âèëüñîíîâñêîé ïåòëè ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñâå-
òîïîäîáíûé N -óãîëüíèê è èìååòñÿ îäèí îïåðàòîð P . ßâíûé âèä êîððåëÿ-
òîðà óäàëîñü íàéòè ñ ïîìîùüþ òâèñòîðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîñëåäíåå,
êàê èçâåñòíî, îñíîâàíî íà òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñàìîäóàëüíîñòè ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåò-
ðîì (÷òî è îçíà÷àåò ïåðåõîä ê òâèñòîðíûì ïåðåìåííûì). Â íàøåé òåîðèè
ìû èìååì äåëî ñ ïðîïàãàòîðîì, òî åñòü òàêîé äâóõòî÷å÷íîé ôóíêöèåé,
êîòîðàÿ èìååò îïðåäåëåííóþ îñîáåííîñòü íà äèàãîíàëè, à âíå äèàãîíàëè
óäîâëåòâîðÿåò àáåëåâûì óðàâíåíèÿì ñàìîäóàëüíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ íåå
ìîæíî íàéòè îïèñàíèå â âèäå �ïîëíîé ïðîèçâîäíîé�, ÷òî è áûëî ñäåëàíî.
Ýòî ïîçâîëèëî íàì ÿâíûì îáðàçîì âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî ñâåòîïîäîá-
íîìó N -óãîëüíèêó. Äëÿ ïîëó÷åííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ìû ÿâíî
ïðîäåìîíñòðèðîâàëè êîíôîðìíóþ èíâàðèàíòíîñòü.

Ìû íàøëè åùå îäíî ïîäòâåðæäåíèå êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè ñà-
ìîäóàëüíîé òåîðèè ßíãà�Ìèëëñà. Åñëè, êàê ñêàçàíî âûøå, ìû åùå íå
óìååì çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ n-òî÷å÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà ïðè ïðîèç-
âîëüíîì n ∈ N, åå on-shell àíàëîã, òî åñòü n-÷àñòè÷íàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿ-
íèÿ èçâåñòíà äàâíî [19]. Îíà ñîâïàäàåò ñ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ ãëþîíîâ
îäèíàêîâîé ñïèðàëüíîñòè â ñòàíäàðòíîé òåîðèè ßíãà�Ìèëëñà. Ìû ïî-
êàçàëè, ÷òî ýòà àìïëèòóäà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé.
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2.7 Èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû íà èçîòðîïíûõ ãðàññìàíèàíàõ

Ñòàæåðîì ëàáîðàòîðèè Ëÿëåé Ãóñåâîé áûë ïîñòðîåí ïîëíûé èñêëþ÷è-
òåëüíûé íàáîð â îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷-
êîâ èçîòðîïíîãî ãðàññìàíèàíà IGr(3, 8) � ìíîãîîáðàçèÿ, ïàðàìåòðèçóþ-
ùåãî òðåõìåðíûå èçîòðîïíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â ñèìïëåêòè÷åñêîì âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 8.

Ïóñòü U � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íà IGr(3, 8). Ïîëíûé èñêëþ-
÷èòåëüíûé íàáîð âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(F,E,E(1),E(2), F (3),E(3),E(4),E(5)),

ãäå E(i) îáîçíà÷àåò ñëåäóþùèé íàáîð èç ïÿòè ýëåìåíòîâ

E(i) := (Σ2,1U∨(−1 + i),O(i),U∨(i), S2U∨(i),Λ2U∨(i)),

à F îáîçíà÷åò ñëåäóþùóþ êîìïîçèöèþ ïåðåñòðîåê

F := RΣ2,1U∨(−1)LE(Σ3,1U∨))[−3],

ãäå RΣ2,1U∨(−1) îáîçíà÷àåò ïðàâóþ ïåðåñòðîéêó ÷åðåç Σ2,1U∨(−1), a LE

îáîçíà÷àåò ëåâóþ ïåðåñòðîéêó ÷åðåç íàáîð E.
Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåííûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð ñîñòîèò èç 32

ýëåìåíòîâ (E1, . . . , E32) è ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ Db(IGr(3, 8)) ìîæåò áûòü
ÿâíî îïèñàíà. À èìåííî ëþáîé ýëåìåíò èç Db(IGr(3, 8)) äîïóñêàåò åäèí-
ñòâåííóþ ôèëüòðàöèþ, òàêóþ ÷òî åå i-ûé ôàêòîð èçîìîðôåí ïðÿìîé
ñóììå ñäâèãîâ Ei.

Äîêàçàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïîäòâåðæäåíèåì ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ãè-
ïîòåçû î òîì, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ ëþáîãî ïðîåêòèâíîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëóïðîñòîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðè-
ñòèêè 0 äîïóñêàåò ïîëíûé èñêëþ÷èòåëüíûé íàáîð.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ïîäãîòîâëåí ïðåïðèíò [9], êîòîðûé â áëèæàé-
øåå âðåìÿ áóäåò ïîäàí â îäèí èç ðåôåðèðóåìûõ æóðíàëîâ äëÿ ïóáëèêà-
öèè.

2.8 Ñëàáûå ñòðóêòóðû Êàëàáè�ßó

Ñòàæåð Ëàáîðàòîðèè Âëàäèìèð Ãàâðàí èçó÷àë ñëàáûå ñòðóêòóðû Êàëà-
áè�ßó íà íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ãðàäóèðîâàííûõ êàòåãîðèÿõ. Ïî-
íÿòèå àëãåáðû Êàëàáè�ßó áûëî ââåäåíî Â. Ãèíçáóðãîì êàê åñòåñòâåííîå
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îáîáùåíèå ãëàäêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ òðèâèàëüíûì êàíî-
íè÷åñêèì ðàññëîåíèåì. Á. Êåëëåð ïîêàçàë, ÷òî ëþáóþ ãëàäêóþ äã-êàòå-
ãîðèþ A ìîæíî �ïîïîëíèòü� äî d-Êàëàáè�ßó äã-êàòåãîðèè Πd(A), âçÿâ
òåíçîðíóþ äã-êàòåãîðèþ îáðàòíîãî äóàëèçèðóþùåãî êîìïëåêñà èñõîäíîé
êàòåãîðèè A, ñäâèíóòîãî íà d−1. Â. Þîíã â ðàáîòå [23] ââåë ïîíÿòèå ñëà-
áîé n-Êàëàáè�ßó ñòðóêòóðû íà ãëàäêîé äã-êàòåãîðèè A, êîòîðîå îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ýëåìåíò Ìóàâðà�Êàðòàíà äëÿ íåêîòîðîé äã-àëãåáðû Ëè,
ñòðîÿùåéñÿ ïî (n−1)-Êàëàáè�ßó ïîïîëíåíèþ Πn−1(A). Òàêàÿ ñòðóêòóðà
ñâÿçàíà ñ (2−n)-ñäâèíóòîé îáîáùåííîé ñòðóêòóðîé Ïóàññîíà íà êàòåãî-
ðèè A. Ñóùåñòâîâàíèå è ÿâíîå ïîñòðîåíèå òàêèõ ñòðóêòóð ìîæåò áûòü
âàæíûì èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâ ïðåäñòàâ-
ëåíèé àññîöèàòèâíûõ àëãåáð, ïðîñòðàíñòâ îáúåêòîâ ïðîèçâîäíûõ êàòå-
ãîðèé ãëàäêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå êàòåãîðèé Ôóêàè.

Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî X ðàçìåðíîñòè d, èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Õîõøèëüäà�Êîñòàíòà�Ðîçåíáåðãà, íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî
äëÿ (d − 1)-Êàëàáè�ßó ïîïîëíåíèÿ ìëàäøàÿ êîìïîíåíòà ïóàññîíîâîé
ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ñå÷åíèÿ àíòèêàíîíè÷åñêîãî ðàññëî-
åíèÿ X, à èç íåêîòîðûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé äîëæíî ñëåäî-
âàòü, ÷òî âñå ïîñëåäóþùèå êîìïîíåíòû óæå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷-
íî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ïðèìåðîâ ñòðóêòóð Ïóàññîíà â äàëüíåéøåì
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àÿìè ìàëîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå äîïóñêàþò
òèëòèíã-ýêâèâàëåíòíîñòü (íàïðèìåð, ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è ïðîåêòèâ-
íîé ïëîñêîñòüþ) è âûïèñàòü Ïóàññîíîâû ñòðóêòóðû äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ àëãåáð. Îæèäàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå òåõíèêè âû÷èñëåíèé ìîæíî
ðàçâèòü äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð, ïðîèçâîäíûå êà-
òåãîðèè êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíû ÷àñòè÷íî îáåðíóòûì êàòåãîðèÿì Ôóêàè
ãëàäêèõ îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé, êàê áûëî ïîêàçàíî â íåäàâíåé
ðàáîòå ß. Ëåêèëè è À. Ïîëèùóêà [17].
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3 Ãîìîëîãè÷åñêèå è ìîòèâíûå ìåòîäû â íåêîììó-
òàòèâíîé ãåîìåòðèè

Çà îò÷åòíûé ïåðèîä, â ðàìêàõ òåìû �Ãîìîëîãè÷åñêèå è ìîòèâíûå ìåòîäû
â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè�, ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ðàáîòàëè íàä
ñëåäóþùèìè âîïðîñàìè.

3.1 Ýëëèïëòè÷åñêèå êðèâûå, ëàãðàíæåâû ðàññëîåíèÿ è êî-
íå÷íûå ãðóïïû.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü Ëàáîðàòîðèè Ô.À. Áîãîìîëîâ ðàáîòàë íàä íåñêîëü-
êèìè ïðîáëåìàìè.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Hang Fu, îí ðàññìîòðåë âîïðîñ î ñòðóêòóðå
j-îòîáðàæåíèÿ èç ñåìåéñòâà ìîäóëÿðíûõ êðèâûõ Yω,4 ïàðàìåòðèçóþùèõ
íàáîðû òî÷åê êðó÷åíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ýòî îòîáðàæåíèå ñî-
ïîñòàâëÿåò êàæäîìó òàêîìó íàáîðó åãî îáðàç â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé
íàáîðîâ òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ïðè åñòåñòâåííîé ãèïåðåëëèïòè-
÷åñêîé ïðîåêöèè. Àâòîðû â òî÷íîñòè îïèñàëè âñå òèïû íàáîðîâ èç ÷åòû-
ðåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ îáðàçîì j îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà. Ïîìèìî
ðàíåå èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ òî÷åê ïîðÿäêà 3 è 4 èìååòñÿ îäíà áåñêîíå÷-
íàÿ ñåðèÿ òàêèõ íàáîðîâ êîòîðûå âêëþ÷àþò òî÷êè ðàçíîãî ïîðÿäêà. Ýòî
íàáîðû òèïà (0, t,−t,∞, ãäå t ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ôèêñèðîâàííîãî êî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ßêîáè x4 + ax2y2 + y4 = 0.
Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ íàáîðîâ ÷åòûðåõ òî÷åê êðó÷åíèÿ îòîáðàæåíèå j ñþ-
ðüåêòèâíî. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàí íà àíàëèçå ïîâåäåíèÿ òî÷åê
êðó÷åíÿ ïðè ìóëüòèïëèêàòèâíîì âûðîæäåíèè ãëàäêîé ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé ê îñîáîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé. Àâòîðû âîñïîëüçîâàëèñü äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ôîðìóëàìè Ñèëüâåðìàíà, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîâåäåíèå
èíäèâèäóàëüíûõ òî÷åê êðó÷àíèÿ ïðî âûðîæäåíèè.

Òåêñò â íàñòîÿùå âðåìÿ ãîòîâèòñÿ ê ïóáëèêàöèè íà àðõèâå è ê ïîäà÷å
â æóðíàë.

Ñîâìåñòíî ñ ñîòðóäíèêîì Ëàáîðàòîðèè Íèêîíîì Êóðíîñîâûì, Ô.À.
Áîãîìîëîâ ðàññìîòðåë ëàãðàíæåâû ðàññëîåíèÿ íà ïðîñòûõ êîìïàêòíûõ
ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå. Äàâíî
ñòîèò âîïðîñ î òîì êàêèå îñîáåííîñòè ìîæåò èìåòü áàçà òàêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ. Äåëî â òîì ÷òî, åñëè áàç ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, òî êàê ïîêàçàë Õâàíã
îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì. Í. Êóðíîñîâ è Ô. Áîãîìîëîâ

29



ñìîãëè äîêàçàòü, ÷òî áàçà ëàãðàíæåâà ðàññëîåíèÿ íå èìååò îñîáåííîñòåé
â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4. Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷åí òàêîé ðå-
çóëüòàò

Òåîðåìà. Áàçîé ëþáîãî ëàãðàíæåâà ðàñëëîåíèÿ ïðîñòîãî êîìïàêòíî-
ãî ãèïåðêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü P 2

Îäíèì èç ñëåäñòâèé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü ÷èñëà âîçìîæíûõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ òàêèõ ëàãðàíæåâûõ ðàññëîåíèé â ðàçìåðíîñòè 4.
Ïîäõîä Áîãîìîëîâà è Êóðíîñîâà, îñíîâàííûé íà èçó÷åíèè ñëîåâ íàä îñî-
áûìè òî÷êàìè áàçû è èõ íåðàâåòâëåííûõ íàêðûòèé, äàåò ñóùåñòâåííûå
îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó òàêèõ ëàãðàíæåâûõ ðàñëîåíèé è â ñòàðøèõ
ðàçìåðíîñòÿõ. Àâòîðû íàäåþòñÿ çàâåðøèòü îáùèé ñëó÷àé â áëèæàéøåå
âðåìÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò óæå íàõîäèòñÿ íà àðõèâå è îòïðàâëåí äëÿ ïóáëè-
êàöèè â æóðíàë.

arXiv:1810.11011 Lagrangian �brations for IHS fourfolds, Fedor Bogomolov,
Nikon Kurnosov

Ñîâìåñòíî ñ Ben Blum-Smith. Ô.À. Áîãîìîëîâ èññëåäîâàë ñòðóêòó-
ðó êîíå÷íûõ ãðóïï, äîïóñêàþùèõ äëÿ êàæäîé ïàðû íåêîììóòèðóþùèõ
ýëåìåíòîâ êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ýòè ýëåìåí-
òû íå èìåþò îáùåãî íåíóëåâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà. Áûëè äîêàçàëè
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) Ëþáàÿ íèëüïîòåíòíàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà èìååò òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ êàæäîé ïàðû íåêîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ.

Ñëåäñòâèåì ýòîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ òî ÷òî ïîñëå ïðîåêòèâèçàöèè ðå-
ãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà ôàêòîðå ïî äåéñòâèþ ãðóïïû èìååþò-
ñÿ òîëüêî àáåëåâû îñîáåííîñòè.

2) Â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîñòîé êîíå÷íîé ãðóïïû âñåãäà ïàðà íåêîì-
ìóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ ñ îáùèì íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì.

3) Èìåþòñÿ ðàçðåøèìûå êîíå÷íûå ãðóïïû, ó êîòîðûõ åñòü ïàðà íåêîì-
ìóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ ñ îáùèì íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì
â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ýòîò ðåçóëüòàò óæå íàõîäèòñÿ íà àðõèâå è îòïðàâëåí äëÿ ïóáëèêàöèè â
æóðíàë.
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arXiv:1810.05336, Purely noncommuting groups, Ben Blum-Smith, Fedor
Bogomolov

Ñîâìåñòíî ñ C Boening è A. Pirutka. Ô. Áîãîìîëîâ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ
öåíòðàëüíîãî Z2-ðàñøèðåíèÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû ðàíãà 6 (ãðóï-
ïà Ãåéçåíáåðãà) îòîáðàæåíèå èç ñòàáèëüíûõ êîãîíîëîãèé èìååò íåòðè-
âèàëüíîå ÿäðî. Èìåííî ýòî ÿäðî íå ïîðîæäàåòñÿ äâóìåðíûì êëàññîì
ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî Z2-ðàñøèðåíèÿ. Â äîêàçàòåëüñòâå àâòî-
ðû îïèðàëèñü íà òîò ôàêò, ÷òî ôàêòîð òî÷íîãî ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ýòîé ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà ðàöèîíàëåí. Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ðåçóëüòàò, èëè
õîòÿ áû òðèâèàëüíîñòü ãðóïïû íåðàçâåòâëåííûõ êîãîìîëîãèé ôàêòîðà
ïîêà íå äîêàçàí. Ýòîò ðåçóëüòàò óæå íàõîäèòñÿ íà àðõèâå è îòïðàâëåí
äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàë.

arXiv:1809.11023,On stable cohomology of central extensions of elementary
abelian groups, Fedor Bogomolov, Christian Boening, Alena Pirutka

Àâòîðû òàêæå ïîëó÷èëè íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òðèâèàëüíîñòè ãðóï-
ïû íåðàçâåòâëåííûõ êîãîìîëîãèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé 2-ãðóïïû Ãåéçåíáåð-
ãà è â áëèæàéøåå âðåìÿ çàêîí÷àò ñòàòüþ ñ ïîëíûì åãî äîêàçàòåëüñòâîì.

3.2 Áåñêîíå÷íîìåðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîåê-
òèâíûõ ãðóïï

Äëÿ äàííîãî ïîëÿ F äîâîëüíî ðåäêî óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü ¾íåòðèâèàëü-
íûå¿ ïðèìåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðîé ãðóïïû G. Â
íåêîòîðîé ñòåïåíè, èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò êîíå÷íûå è àáåëåâû ãðóïïû.
Â ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï èçó÷àþòñÿ îáû÷íî òîëüêî íåïðåðûâíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ: óíèòàðíûå, ãëàäêèå, àëãåáðàè÷åñêèå, ëîêàëüíî àíàëèòè-
÷åñêèå è ò.ï.

Ïðåäñòàâëåíèÿ äèñêðåòíûõ ãðóïï ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ãðóïï òàêæå èçó÷àëèñü, íî òîëüêî êîíå÷íîìåðíûå, ñì. [A.Borel,
J.Tits, Homomorphismes ¾abstraits¿ de groupes alg�ebriques simples, Ann.
of Math. (2) 97 (1973), 499�571; J. Tits, Homomorphismes ¾abstraits¿ de
groupes de Lie, in �Convegno di Gruppi e loro Rappresentazioni, INDAM,
Rome, 1972,� Symposia Mathematica, Vol. 13, 479�499, Academic Press,
London, 1974; L.Lifschitz, A.Rapinchuk,On abstract homomorphisms of Chevalley
groups with nonreductive image. I, J. Algebra 242 (2001), no. 1, 374�399.]

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îãðàíè÷åíèå ïó÷êîâ â äîìèíàíòíîé òîïîëîãèè íà
îïðåäåë¼ííûå ãðóïïû ïðèâîäèò ê âîïðîñó î ãëàäêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ
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¾áåñêîíå÷íîìåðíûõ¿ ãðóïï. Íàïðèìåð, â [M. Rovinsky, Semilinear representations
of symmetric groups and of automorphism groups of universal domains. Selecta
Math., 24, Issue 3 (2018), 2319�2349] èçó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà áåñêîíå÷-
íîìåðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû. Îäíàêî, ñóùåñòâåííî ìåíüøå èíôîð-
ìàöèè òåðÿåòñÿ ïðè îãðàíè÷åíèè äîìèíàíòíûõ ïó÷êîâ íà áåñêîíå÷íî-
ìåðíûå ãðóïïû PGL, â êîòîðûõ êîíå÷íîìåðíûå ïîäôàêòîðãðóïïû PGL
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äèñêðåòíûå ãðóïïû.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè äîñòàòî÷íî ¾óíèâåðñàëüíûõ¿ êîí-
ñòðóêöèé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Íàïðèìåð, èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ
î÷åâèäíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G íàä F . Ïóñòü H ⊂ G �
ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïóñòü W � ÿäðî åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè F [G/H]→
F [G]. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåïðèâîäèìîñòè W ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íîñòü H ñðåäè ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï G. Èñõîäíûé âîïðîñ âîïðîñ ìîæ-
íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîèñê ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ ýòî ïðåäñòàâëåíèå
îêàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Ïóñòü òåïåðü G � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V , è H � ìàêñèìàëüíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G. Òîãäà
G/H � ìíîæåñòâî r-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â V , à W � ïðîñòðàíñòâî
0-öèêëîâ ñòåïåíè 0 íà ãðàññìàííèàíàõ íàä ïîëåì k ñ êîýôôèöèåíòàìè â
ïîëå F .

Äîêàçàíà íåïðèâîäèìîñòü ìîäóëÿ 0-öèêëîâ ñòåïåíè 0 íà ãðàññìàííè-
àíàõ íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì k ñ êîýôôèöèåíòàìè â íåêîòîðûõ ïîëÿõ,
êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêòèâ-
íîé ãðóïïû.

Ïóñòü r > 1 � öåëîå ÷èñëî, k � áåñêîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè
p > 0, V � k-âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè > 2, A � àññîöèàòèâíîå
êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç PGL(V ) ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîåêòèâíóþ ãðóïïó. Ïóñòü
A[PGL(V )] � ãðóïïîâîå êîëüöî, ãäå êîììóòèðóþò ýëåìåíòû A è PGL(V ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A[Gr(r, V )]◦ ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ êîíå÷íûõ ñóìì
âèäà

∑
i ai[Li], ãäå Li � âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â V ðàçìåðíîñòè r,

ai ∈ A è
∑

i ai = 0. Ìíîæåñòâî A[Gr(r, V )]◦ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ëåâûé A[PGL(V )]-ìîäóëü è êàê ïðàâûé A-ìîäóëü.

Òåîðåìà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èëè

• A � F`-àëãåáðà äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ` 6= p, èëè

• p > 0 è A � Z[1/p]-àëãåáðà, èëè
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• A ñîäåðæèò ïîëå, à îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ïîäïîëåé â k áåñêîíå÷-
íî.

Òîãäà èìååòñÿ áèåêöèÿ

{ëåâûå èäåàëû êîëüöà A} ↔ {ëåâûå A[PGL(V )]-ïîäìîäóëè â A[Gr(r, V )]◦}.

À èìåííî, êàæäîìó ëåâîìó èäåàëó I ⊆ A ñîïîñòàâëÿåòñÿ ëåâûéA[PGL(V )]-
ïîäìîäóëü IA[Gr(r, V )]◦. Îáðàòíî, ïîäìîäóëþ M ⊆ A[Gr(r, V )]◦ ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ a1 äëÿ âñåõ α ∈ M , ãäå α =

∑N
i=0 ai[Li]

ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè Li (êîòîðîå îáðàçóåò ëåâûé èäåàë).
Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé áîëåå ñëàáûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìîäóëåé

M1 := A[Gr(r, V )]◦ ⊇M2 ⊇M3 ⊇M4 ⊇ . . . ,

÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ïîäìîäóëü â M1 íåíóëåâîé ïîäìîäóëü âèäà Mn · a
äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ A è n ∈ N.

3.3 Ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè áàøåí îïòèìàëüíûõ êðèâûõ íàä
êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Ó àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq èç q ýëåìåíòîâ åñòü
äâà îñíîâíûõ èíâàðèàíòà: åå ðîä g(C) è êîëè÷åñòâî òî÷åê íà êðèâîé
N(C) = |C(Fq)|. Òåîðåìà Äðèíôåëüäà�Âëýäóöà îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó
ýòèìè èíâàðèàíòàìè, êîãäà ðîä ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè: äëÿ ëþáî-
ãî ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ Cn íàä Fq, ó êîòîðûõ ðîä ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè

β(C•) = lim
n→∞

N(Cn)

g(Cn)
≤ √q − 1.

Êàê òîëüêî áûëî äîêàçàíî ýòî íåðàâåíñòâî, âîçíèê âîïðîñ îá îïòè-
ìàëüíîñòè ýòîé îöåíêè, òî åñòü ñóùåñòâóåò ëè ñåìåéñòâî êðèâûõ, äëÿ
êîòîðîãî β(C•) =

√
q − 1. Òàêîå ñåìåéñòâî íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé, åñëè q ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå
ïðèìåðîâ óäîáíî áðàòü áàøíè êðèâûõ. Áàøíÿ êðèâûõ � ýòî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êðèâûõ Cn è êîíå÷íûõ îòîáðàæåíèé Cn → Cn−1, ïðè ýòîì ðîä
Cn ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Îñíîâíûå ïðèìåðû îïòèìàëüíûõ áàøåí
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ìîæíî ïîñòðîèòü ëèáî
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ïðè ïîìîùè ÿâíûõ ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë, ëèáî êàê áàøíè ìîäóëÿðíûõ
êðèâûõ.

Åñëè ïîðÿäîê êîíå÷íîãî ïîëÿ íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, òî íåèçâåñòíî,
ñóùåñòâóþò ëè íàä íèì îïòèìàëüíûå áàøíè èëè ñåìåéñòâà. Ñîòðóäíè-
êîì Ëàáîðàòîðèè Ñ. Ðûáàêîâûì áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ,
êîòîðàÿ îáîáùàåò ìîäóëÿðíûå áàøíè è äàåò íàäåæäó ïîñòðîèòü îïòè-
ìàëüíûå ñåìåéñòâà êðèâûõ áåç îãðàíè÷åíèé íà êîíå÷íîå ïîëå.

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ïó÷êîâ Vn â
ýòàëüíîé òîïîëîãèè íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå U ãëàäêîé ïðîåêòèâ-
íîé êðèâîé C íàä ïîëåì Fq. Ïðè ýòîì êàæäûé Vn ëîêàëüíî ñâîáîäåí
íàä Z/`nZ ðàíãà b, êîòîðûé íå çàâèñèò îò è n, è çàäàíû àääèòèâíûå ïî
ñëîÿì îòîáðàæåíèÿ ïó÷êîâ Vn → Vn−1. Ìîæíî îïðåäåëèòü ïîñëîéíóþ
�ïðîåêòèâèçàöèþ� Vn, êîòîðàÿ áóäåò ñõåìîé Un, êîíå÷íîé íàä U . Åñëè
âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ íà ñåìåéñòâî Vn, ýòà ñõåìà
áóäåò ãåîìåòðè÷åñêè íåïðèâîäèìîé êðèâîé. Îïðåäåëèì Cn êàê ãëàäêóþ
ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ, ñîäåðæàùóþ Un.

Íàïðèìåð, ïóñòü äàíî ñåìåéñòâî X → C àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé íàä êðèâîé C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì íàä
îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì U . Òîãäà Vn � ýòî i-é âûñøèé ýòàëüíûé ïðÿ-
ìîé îáðàç ïîñòîÿííîãî ïó÷êà Z/`nZ. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð, â êîòîðîì âû-
ïîëíÿþòñÿ óïîìÿíóòûå óñëîâèÿ � ýòî ñåìåéñòâî Ëåæàíäðà ýëëèïòè÷å-
ñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì Fp2 , êîòîðîìó íàøà êîíñòðóêöèÿ ñîïîñòàâëÿåò
áàøíþ Ëåæàíäðà. Â ñòàòüå [Ry] äîêàçàíî, ÷òî ýòà áàøíÿ îïòèìàëüíà.

Îäíî èç óñëîâèé íà ñåìåéñòâî X → C ñâÿçàíî ñ ñóïåðñèíãóëÿðíîñòüþ
ñëîåâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Y íàä Fq ñòðîãî
ñóïåðñèíãóëÿðíî â ñòåïåíè i, åñëè îáðàòíûå êîðíè äåéñòâèÿ Ôðîáåíèóñà
íà i-ûõ ýòàëüíûõ êîãîìîëîãèÿõ Y îäèíàêîâû. Â ýòîì ñëó÷àå îíè ðàâíû
±qi/2. Áîëå òîãî, ýòè ÷èñëà âñåãäà öåëûå, ïîýòîìó, åñëè q íå êâàäðàò,
òî i äîëæíî áûòü ÷åòíûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áàøíÿ êðèâûõ áûëà îïòè-
ìàëüíîé íåîáõîäèìî, ÷òîáû ó èñõîäíîãî ñåìåéñòâà ìíîãîîáðàçèé áûëî
ìíîãî ñòðîãî ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ñëîåâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñåìåéñòâ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ýòî ñðàçó îçíà÷àåò, ÷òî q äîëæíî áûòü êâàäðàòîì.
Ïîäîáíûå ñîîáðàæåíèÿ ïîäñêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé
áàøíè êðèâûõ íàä Fp íóæíî íà÷èíàòü ñ ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé, ó êîòî-
ðûõ òðèâèàëüíû ïåðâûå ýòàëüíûå êîãîìîëîãèè. Â ÷àñòíîñòè, ñåìåéñòâà
àáåëåâûõ ïîâåðõíîñòåé íàì íå ïîäõîäÿò.

Äðóãîå âàæíîå óñëîâèå íà ñåìåéñòâî ñâÿçàíî ñ ïðåäñòàâëåíèåì ìî-
íîäðîìèè. Âîçüìåì òî÷êó x ∈ (k̄) èç äîïîëíåíèÿ U â C, íàä êîòîðîé
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ñëîé f îñîáûé. Ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëèòü âåòâëåíèå íàä òî÷êîé x â íàøåé áàøíå: èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó
îðáèòàìè äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ëîêàëüíîé ìîíîäðîìèè íà ïðîåêòèâèçà-
öèè ýòàëüíûõ êîãîìîëîãèé îáùåãî ñëîÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z/`nZ è
òî÷êàìè y ∈ Cn(k̄) íàä x, ïðè÷åì èíäåêñ âåòâëåíèÿ ðàâåí äëèíå îðáèòû.

Â òî æå âðåìÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè êðèâîé Cn ìîæíî èçó÷àòü ïðè
ïîìîùè ãëîáàëüíîé ìîíîäðîìèè. Íàïðèìåð, ìîæíî âñåãäà âûáðàòü áàø-
íþ êðèâûõ èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ðîä êðèâîé â áàøíå áó-
äåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, åñëè îáðàç ïðåäñòàâëåíèÿ ãëîáàëüíîé
ìîíîäðîìèè äîñòàòî÷íî áîëüøîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå: áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ãðóïïà G áîëüøàÿ, åñëè â íåé åñòü áåñêîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ G, è
ôàêòîðìíîæåñòâî G/H òîæå áåñêîíå÷íî.

Áûëè èññëåäîâàíû ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé K3, êîòîðûå âîçíèêàþò
èç çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ðàíãà 4. Ó
ýòèõ ñåìåéñòâ ìîæíî âû÷èñëèòü ìîíîäðîìèþ â õàðàêòåðèñòèêå íóëü, òåì
ñàìûì áóäåò èçâåñòíî âåòâëåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåé áàøíå, à çàòåì âçÿòü
ðåäóêöèþ â ïîëîæèòåëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó. Ðàçóìååòñÿ, íàäî âûáèðàòü
ñåìåéñòâî ñ õîðîøåé ðåäóêöèåé.

Ìîíîäðîìèþ ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî íàáëþäå-
íèÿ. Íàøå ñåìåéñòâî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî ãèïåðïîâåðõíîñòåé â
òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, êîòîðîå ïðè îãðàíè÷åíèè íà òîð ìîæíî çàäàòü
ìíîãî÷ëåíîì Ëîðàíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè: f ∈ Z[x, y, z, 1/x, 1/y, 1/z].
Ðàññìîòðèì ðÿä: ∑

i

(f i)0t
i,

ãäå (g)0 îáîçíà÷àåò ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà g. Ýòîò ðÿä ÿâ-
ëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà íàøåãî ñåìåé-
ñòâà. Òåïåðü âû÷èñëèòü ñàìî óðàâíåíèå è åãî ìîíîäðîìèþ � äåëî (âû-
÷èñëèòåëüíîé) òåõíèêè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[Ry] Rybakov S., Families of algebraic varieties and towers of algebraic curves
over �nite �elds. https://arxiv.org/abs/1710.05395
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3.4 Îïåðàäû, îïåðû è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû

Â ïðîøåäøåì ãîäó áûëî ïðîäîëæåíî ïîñòðîåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
êëàññîâ ðàññëîåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â êðèñòàëëè÷åñêèõ êîãîìîëîãèÿõ. Îñ-
íîâíîé öåëüþ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà,
÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû êðèñòàëëà ðàâíû íóëþ. Â ðàìêàõ ýòîãî
ïðîåêòà ñîòðóäíèêîì ËÀÃ Í. Ìàðêàðÿíîì áûë ïîñòðîåí ãåðá íàä êðè-
ñòàëëè÷åñêèì ñàéòîì, ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì àëãåáðîèäà Àòüè.

Îñíîâîé íîâîé êîíñòðóêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ êëàñ-
ñîâ ðàññëîåíèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ×åðíà�Âåéëÿ. Äëÿ
êîíñòðóêöèè îáîáùåííîé êîíñòðóêöèè ×åðíà�Âåéëÿ áûëî ââåäåíî ïî-
íÿòèå öèêëè÷åñêîé òîòàëèçàöèè. Áûë ðàçðàáîòàí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé
èñïîëüçîâàòü ñèìïëèöèàëüíûå ìåòîäû äëÿ ðàáîòû â êàòåãîðèè öèêëè÷å-
ñêèõ îáúåêòîâ.

Òàêæå áûëà ïðîäîëæåíà ðàáîòà íàä èññëåäîâàíèåì íîâîé ïëàíàðíîé
îïåðàäû, ââåäåííîé â íåäàâíåé ðàáîòå J. Almà. Ïðîñòðàíñòâî äåôîðìà-
öèé ýòîé îïåðàäû òåñíî ñâÿçàíû ñ àëãåáðîé Ëè Ãðîòåíäèêà-Òåéõìþëëåðà.
Áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î òîì, êàêîâî ýòî ïðîñòðàíñòâî. Ïðÿìîå
åãî âû÷èñëåíèå ïîêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé çàäà÷åé.

Êðîìå òîãî, Í. Ìàðêàðÿíîì íà÷àòî íîâîå èññëåäîâàíèå, ñîâìåñòíîå ñ
Ë. Ðûáíèêîâûì. Îíî êàñàåòñÿ èññëåäîâàíèÿ áåçìîíîäðîìíûõ sl2-îïåðîâ
íà ïðîêîëîòîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Ïîíÿòèå îïåðîâ áûëî ââåäåíî Áåé-
ëèíñîíîì è Äðèíôåëüäîì â ðàìêàõ ïðîãðàììû ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåí-
íîñòè Ëåíãëåíäñà äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ. Ñîãëàñíî ýòîé äâîéñòâåí-
íîñòè, ïó÷êè íà ïðîñòðàíñòâå îïåðîâ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü Ãåêêå-
ñîáñòâåííûì ïó÷êàì íà ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèé íàä êðèâîé. Ñëó÷àé
áåçìîíîäðîìíûõ îïåðîâ � â íåêîòîðîì ñìûñëå, ïðîñòåéøèé. Îíè îáðà-
çóþò äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå åñòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå èíâàðè-
àíòîâ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñòàðøå-
ãî âåñà. Ñóùåñòâóåò ìíîãî êîìáèíàòîðíûõ îïèñàíèé òàêèõ áàçèñîâ, íî
íàøå îïèñàíèå íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ãåîìåòðèåé îïåðîâ. Ìû íàäååìñÿ â
äàëüíåéøåì ðàñïðîñòðàíèòü íàøó êîíñòðóêöèþ íà äðóãèå ãðóïïû.

3.5 Ôîðìóëà Àòüè�Áîòòà

Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ ñëåäîâ â ñèììåòðè÷åñêèõ ìîíîèäàëüíûõ (∞, 2)-
êàòåãîðèÿõ èç [1] áûëî ïîëó÷åíî íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, ïîçâîëÿþùèé
îáîáùèòü êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó Àòüè-Áîòòà íà ñëó÷àé ñîîòâåòñòâèé.
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À èìåííî, ïóñòü äàíî ñîîòâåòñòâèå X Y
goo f // X ïðîèçâîäíûõ

ñõåì, ïó÷îê G ∈ QCoh(Y ) è äóàëèçèðóåìûé ïó÷îê E ∈ QCoh(X) âìåñòå ñ

ôèêñèðîâàííîé ëàêñ ýêâèâàðèàíòîé ñòðóêòóðîé E
t // f∗(G ⊗ g∗E) îò-

íîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâèÿ, ãäå ïîä QCoh(X) (è ñîîòâåòñòâåííî QCoh(Y ))
çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ êâàçèêî-
ãåðåíòûõ ïó÷êîâ, à âñå ôóíêòîðû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè. Áûëî äîêà-
çàíî, ÷òî ìîðôèçì ñëåäîâ

k ' Tr2Catk(IdVect) // Tr2Catk(f∗(G ⊗ g∗−)
)
' Γ(X(g,f), j∗G)

èç [1], èíäóöèðîâàííûé äèàãðàììîé

Vectk

E

��

IdVectk // Vectk

E

��

T

v~
QCoh(X)

SS

f∗(G⊗g∗−)
// QCoh(X)

SS

ñîâïàäàåò ñî ñêðó÷åííûì ñëåäîì, çàäàííûì êîìïîçèöèåé

OX(g,f)
// i∗E ⊗ i∗E∨ ' j∗f ∗E ⊗ i∗E∨

j∗(b)⊗Idi∗E∨ // j∗(G ⊗ g∗E)⊗ i∗E∨

è
j∗(G ⊗ g∗E)⊗ i∗E∨ ' j∗G ⊗ i∗E ⊗ i∗E∨ // j∗G,

ãäå X(g,f)- ñõåìà íåïîäâèæíûõ òî÷åê, çàäàííàÿ ðàññëîåííîé äèàãðàììîé

X(g,f) j //

i

��

Y

(g,f)

��
X

∆
// X ×X,

2Catk- ñèììåòðè÷åñêàÿ ìîíîèäàëüíàÿ (∞, 2)-êàòåãîðèÿ k-ëèíåéíûõ ïðåä-
ñòàâèìûõ êàòåãîðèé è íåïðåðûâíûõ k-ëèíåéíûõ ôóíêòîðîâ, à ìîðôèçì

f ∗E b // G ⊗ g∗E ïîëó÷åí èç ìîðôèçìà t ∈ HomQCoh(X)

(
E, f∗(G ⊗ g∗E)

)
ïóòåì ñîïðÿæåííîñòè ìåæäó ôóíêòîðàìè f ∗ è f∗.
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Êðîìå òîãî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîðôèçì ñëåäîâ

X(g,f) ' Tr
(
〈 gXY

f
X〉
) Tr

(
〈IdXXX

s
U 〉,T
)
// Tr
(
〈 bUV a

U〉
)
' U (b,a)

â (∞, 2)-êàòåãîðèè ñîîòâåòñòâèé, çàäàííûé äèàãðàììîé

X

〈IdXXX
s
U 〉

��

〈 g
XY

f
X〉 // X

〈IdXXX
s
U 〉

��

T

{�
U

〈 bUV a
U 〉

// U,

ãäå X
〈 g
XY

f
X〉 // X îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâèå X Y

goo f // X (è àíàëî-
ãè÷íî ñ îñòàëüíûìè ìîðôèçìàìè), à 2-ìîðôèçì T èíäóöèðîâàí âûáîðîì
êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Y
s◦f

%%

g

yy
t

��

X U

X s×bU V
a◦prV

::

prX

dd

α1 : b ◦ prV ◦t ' s ◦ prX ◦t

α2 : prX ◦t ' g

α3 : a ◦ prV ◦t ' s ◦ f

äëÿ íåêîòîðîãî ìîðôèçìà t ∈ Hom(Y,X s×bU V ), ñîâïàäàåò ñ âåðòèêàëü-
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íûì îòîáðàæåíèåì r ðàññëîåííûõ ïðîèçâåäåíèé â äèàãðàììå

X(g,f)

r

��

$$

// X(g,f)

s◦iX
��

%%
X(g,f)

prV ◦t◦jX
��

// X(g,f)

(s◦iX ,s◦iX)

��

U (b,a) iU //

jU $$

U
∆

%%
V

(b,a) // U × U,
ãäå êîììóòàòèâíîñòü ïåðåäíåé ãðàíè çàäàíà ýêâèâàëåíòíîñòÿìè

b ◦ prV ◦t ◦ jX
α1◦jX' s ◦ prX ◦t ◦ jX

s◦α2◦jX' s ◦ g ◦ jX ' s ◦ iX
è

a ◦ prV ◦t ◦ jX
α3◦jX' s ◦ f ◦ jX ' s ◦ iX .

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîðôèçì ñëåäîâ

Γ(X(g,f), ωX(g,f)) ' Tr2Catk(f∗g
!) // Tr2Catk(a∗b

!) ' Γ(U (b,a), ωU(b,a))

â 2Catk, çàäàííûé äèàãðàììîé

ICoh(X)

s∗

��

f∗g! // ICoh(X)

s∗

��v~
ICoh(U)

s!

SS

a∗b!
// ICoh(U)

s!

SS

ñîâïàäàåò ñ êîåäèíèöåé ñîïðÿæåíèÿ r∗ a r!.
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3.6 Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñû

Ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñû � êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ
â ñîîòâåòñâèå ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñàì. Îíè ÿâëÿþòñÿ îòëè÷íûì
"ïîëèãîíîì"äëÿ ïðèìåíåíèÿ àïïàðàòîâ òåîðèè ãîìîòîïèé. Ìîìåíò-óãîë-
êîìïëåêñû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé, êî-
òîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè áóêåòîâ, òîëñòûõ áóêåòîâ
è ïðîèçâåäåíèé ïðîñòðàíñòâ. Ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà ÿâëÿþòñÿ âàæíûì
èíñòðóìåíòîì èçó÷åíèÿ òîïîëîãèè ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé, ñòàæåðîì Ëàáîðàòîðèè Ñ.
Àáðàìÿíîì áûë ïîñòðîåí êîíòð-ïðèìåð ê ãèïîòåçå Áóõøòàáåðà-Ïàíîâà:
åñëè ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí áóêåòó ñôåð, òî
êàæäàÿ ñôåðà ðåàëèçóåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èòåðèðîâàííûõ âûñ-
øèõ ïðîèçâåäåíèé. Èìåííî, ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèì-
ïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó ∂∆(1, 2, 3) ∗ ∂∆(4, 5, 6) ∪ ∆(1, 2, 3) ∪ ∆(4, 5, 6),
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí áóêåòó (S7)∨6∨ (S8)∨6∨ (S9)∨2∨S10, íî ñôå-
ðà S10 íå ðåàëèçóåòñÿ íèêàêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èòåðèðîâàííûõ
âûñøèõ ïðîèçâåäåíèé Óàéòõåäà.

Òåì íå ìåíåå, êëàññ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîîò-
âåòñòâóþùèé ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí áóêå-
òó ñôåð äîñòàòî÷íî øèðîê: çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñêëåéêè âäîëü ãðàíè
è ïîäñòàíîâêè â êà÷åñòâå âåðøèíû â ãðàíèöó ñèìïëåêñà.

Òàêæå äëÿ ïðîèçîâîëüíîãî èòåðèðîâàííîãî âûñøåãî ïðîèçâåäåíèÿ
Óàéòõåäà w ïðåäúÿâëåí ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, ðåàëèçóþùèé w. Â
íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàíî, ÷òî îïèñàííûé êîìïëåêñ ÿâëÿåò-
ñÿ íàèìåíüøèì â ñìûñëå âêëþ÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ÷àñòíîì
ñëó÷àå âûñøèå ïðîèçâåäåíèÿ â ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñàõ îïèñàíû ÷èñòî
â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ.

3.7 Êîììóòèðóþùèå âåêòîðíûå ïîëÿ.

Ïóñêàé M - ãëàäêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå ôóíêöèÿìè f1,
f2, òàêèìè, ÷òî èõ ãðàäèåíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ êîììóòèðóþò. Ñòàæå-
ðîì ËÀÃ Ë. Ñóõàíîâûì èçó÷åí âîïðîñ î êîìáèíàòîðèêå îðáèò ãðóïïû,
ïîðîæä¼ííîé ïàðîé ýòèõ ãðàäèåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé: âîçìîæíûå âû-
ðîæäåíèÿ îðáèò, âîçíèêàþùèå â êîðàçìåðíîñòè 1.

Áîëüøàÿ ÷àñòü èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äîñòóïíà â ïðåïðèíòå ïî ññûëêå
https://arxiv.org/abs/1810.08776 . Êîìáèíàòîðèêà ýòèõ îðáèò ïîä÷èíÿ-
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åòñÿ â òî÷íîñòè òåì æå çàêîíàì, ÷òî è ðåøåíèÿ ∂-ãðàäèåíòíîãî óðàâíå-
íèÿ Âèòòåíà, òåì ñàìûì ðåàëèçóÿ ñòðóêòóðó èç ñòàòüè "Algebra of the
Infrared"Ãàéîòòû, Ìóðà è Âèòòåíà.

Êîíñòðóêöèÿ, â Algebra of the Infrared ñòðîÿùàÿ êàòåãîðèþ Ôóêàè èñ-
õîäÿ èç ýíóìåðàòèâíîé ãåîìåòðèè ðåøåíèé ãðàäèåíòíîãî óðàâíåíèÿ Âèò-
òåíà, â ñëó÷àå ïàðû âåùåñòâåííûõ ïîëåé äîëæíà îïèñûâàòü dg-êàòåãîðèþ
îäíîãî èç ýòèõ ãðàäèåíòíûõ ïîëåé (îáúåêòû - êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ìîð-
ôèçìû - öåïè íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé).

Òàêæå ðàññìîòðåíû äâà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðà, â êîòîðûõ åñòü çàâè-
ñèìîñòü îò âåñîâ (ò.å. êîíôèãóðàöèè òî÷åê íà ïëîñêîñòè) - RPn è CPn.
Â îáîèõ èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà êàòåãîðíîãî wall-crossing'à èç òîé
æå ñàìîé ñòàòüè.

Òàêæå èçó÷àëàñü ñâÿçü �èíôðàêðàñíîé àëãåáðû� è òåîðèè øîáåðîâ
Êàïðàíîâà è Øåõòìàíà, ãèïîòåòè÷åñêè - îíè ýêâèâàëåíòíû (ò.å. íàáîð
äàííûõ âèäà "ôàêòîðèçóåìûé ïó÷îê íà âòîðè÷íîì ìíîãîãðàííèêå + ýëå-
ìåíò Ìàóðåðà-Êàðòàíà â ñîîòâåòñòâóþùåé L∞-àëãåáðå"îäíîçíà÷íî ïîç-
âîëÿåò ïîñòðîèòü ñòðóêòóðó øîáåðà íà äèñêå). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
(âèäèìî) - íåîïóáëèêîâàííûé ðåçóëüòàò Êàïðàíîâà è Ñîéáåëüìàíà.

3.8 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ äåôîðìàöèé

Òåîðèÿ äåôîðìàöèé àáåëåâûõ êàòåãîðèé ìîæåò ðàññìàòèâàòüñÿ è êàê
÷àñòü îáøåé òåîðèè äåôîðìàöèè ÄÃ è/èëè îñíàùåííûõ òðèàíãóëèðî-
âàííûõ êàòåãîðèé, èëè êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ïðåäìåò � è âòîðîé ïîäõîä
òîæå èìååò ñìûñë, ïîñêîëüêó èìåííî â àáåëåâîì ñëó÷àå íåêîòîðûå ÷àñòè
òåîðèè ñòàíîâÿòñÿ ïðîùå è åñòåñòâåííåå. Îáùàÿ òåîðèÿ äåôîðìàöèé äëÿ
àáåëåâûõ êàòåãîðèé áûëà ïîñòðîåíà Â. Ëîâåí, àññîöèèðîâàííûì ÷ëåíîì
Ëàáîðàòîðèè, â íà÷àëå 2000 ãîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, áûëî äîêàçàíî, ÷òî äå-
ôîðìàöèè êîíòðîëèðóþòñÿ íàäëåæàùèì îáðàçîì îïðåäåëåííîé ãðóïïîé
HH2(C) âòîðûõ êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà êàòåãîðèè C.

Îäíàêî òåîðèÿ Ëîâåí îïèñûâàåò òîëüêî äåôîðìàöèè, ëèíåéíûå íàä
áàçîâûì êîëüöîì èëè ïîëåì. Ñòàíäàðòíûé ïðîñòîé, íî ïðàêòè÷åñêè âàæ-
íûé ïðèìåð äåôîðìàöèè, êîòîðàÿ ëèíåéíîé òåîðèåé îïèñàíà áûòü íå
ìîæåò, ýòî ðàñøèðåíèå ñ êâàäðàòîì íîëü êîíå÷íîãî ïîëÿ Z/pZ êàêîé-òî
ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè p äî êîëüöà Z/p2Z. Â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè
ýòî îòâå÷àåò òàê íàçûâàåìîìó ãîìîìîðôèçìó Áîêøòåéíà. Ïîñêîëüêó êà-
òåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ëþáûì ïîëåì ïîëóïðîñòà, åå âòîðûå
êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà òîæäåñòâåííî îáðàùàþòñÿ â íîëü, ò.å. îïèñàòü
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ãîìîìîðôèçì Áîêøòåéíà ñ ïîìîùüþ êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà íåëüçÿ.
Êàê ïîïðàâèòü òåîðèþ äåôîðìàöèé äëÿ êîëåö, èçâåñòíî äîâîëüíî

äàâíî � òðåáóåòñÿ çàìåíèòü êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà íà êîãîìîëîãèè Ìà-
êëåéíà. Íà ÿçûêå òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé, ýòî îòâå÷àåò çàìåíå
êàòåãîðèè ýíäîôóíêòîðîâ íàøåé êàòåãîðèè, ëèíåéíûõ íàä áàçîâûì ïî-
ëåì èëè êîëüöîì, íà êàòåãîðèþ òðèàíãóëèðîâàííûõ ýíäîôóíêòîðîâ áåç
êàêèõ-ëèáî óñëîâèé. Îäíàêî ïîëó÷èòü îñíàøåíèå äëÿ òàêîé êàòåãîðèè
íåïðîñòî: ïîñêîëüêó íàì òðåáóåòñÿ âûéòè çà ðàìêè ëèíåéíûõ òðèíà-
ãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé, ÄÃ òåõíèêà ðàáîòàòü ïåðåñòàåò, è òðåáóåòñÿ
ïðèìåíÿòü êàêîå-ëèáî îñíàùåíèå, èñïîëüçóåìîå â àëãåáðàè÷åñêîé òîïî-
ëîãèè (íàïðèìåð, ñïåêòðàëüíîå îñíàùåíèå, èëè îñíàùåíèå â ñìûñëå ñòà-
áèëüíûõ∞-êàòåãîðèé). Òàêàÿ òåîðèÿ â ïðèíöèïå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà,
îäíàêî îíà áóäåò âåñüìà ãðîìîçäêîé è íåÿâíîé, è ïðèìåíÿòü åå ê ïðàê-
òè÷åñêè âàæíûì çàäà÷àì áóäåò íåëåãêî.

Êàê ðàç â ýòîì ìåñòå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì îãðàíè÷èòü îáùíîñòü,
è ðàññìàòðèâàòü àáåëåâû êàòåãîðèè âìåñòî îáùèõ òðèàíãóëèðîâàííûõ.
Òîãäà, ñëåäóÿ ðàáîòàì Ò. Ïèðàøâèëè íà÷àëà 80-õ ãîäîâ, ìîæíî íàäåÿòñÿ
ïîëó÷èòü ýëåìåíòàðíóþ è ÿâíóþ èíòåðïðåòàöèþ êîãîìîëîãèé Ìàêëåé-
íà â ðàìêàõ òåîðèè íåàääèòèâíûõ ýíäîôóíêòîðîâ, êîòîðàÿ áóäåò ëåãêî
ïðèìåíèìà è ê çàäà÷àì òåîðèè äåôîðìàöèè.

Òàêîå èçó÷åíèå êîãîìîëîãèé Ìàêëåéíà äåéñòâèòåëüíî áûëî ïðîâåäå-
íî Â. Ëîâåí â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè Ä. Êà-
ëåäèíûì, è ïîëó÷àåìûå íåëèíåéíûå òåîðèè êîãîìîëîãèé àêêóðàòíî ïî-
ñòðîåíû è êëàññèôèöèðîâàíû. Â ýòîì ãîäó, â ïðîäîëæåíèå ýòîé ðàáîòû,
íà÷àòà ðàáîòà ïî ïðèìåíåíèþ ïîëó÷åííûõ òåîðèé ê èçó÷åíèþ äåôîðìà-
öèé.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà, áûë äåòàëüíî èçó÷åí îïèñàííûé âûøå áàçî-
âûé ïðèìåð � äåôîðìàöèÿ Z/pZ äî Z/p2Z, ò.å. ãîìîìîðôèçì Áîêøòåéíà.
Âûÿñíåíî, ÷òî ïðàâèëüíàÿ êàòåãîðèÿ ýíäîôóíêòîðîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
îïèñûâàòü òàêîå ðàñøèðåíèå � ýòî ôóíêòîðû èç âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
â ñåáÿ, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî àääèòèâíû íàä áàçîâûì ïîëåì, íî ïåðå-
âîäÿò êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â òàê íàçûâàåìûå �êâàçèòî÷-
íûå� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàê âàðèàíò êîíñòðóêöèè, ìîæíî îãðàíè÷èòü-
ñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêòîðàìè, à òàêæå êîìïëåêñàìè ôóíêòîðîâ, ãî-
ìîëîãèè êîòîðûõ àääèòèâíû. Òàêîé êîìïëåêñ àâòîìàòè÷åñêè èíäóöèðó-
åò òðèàíãóëèðîâàííûé ýíäîôóíêòîð êàòåãîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
íî ñîäåðæèò ñòðîãî áîëüøå èíôîðìàöèè, è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðàâèëü-
íûå �íåëèíåéíûå� ãðóïïû êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà (êîòîðûå ñîâïàäàþò
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â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñ êîãîìîëîãèÿìè Ìàêëåéíà). Ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðèìåíåíèé ê êîãîìîëîãèÿì Ìàêëåéíà è òåîðèè äåôîðìàöèé, âñå âàðè-
àíòû êîíñòðóêöèè ðàáîòàþò îäèíàêîâî õîðîøî, è äàþò îäèí è òîò æå
îòâåò. Áûë äåòàëüíî ðàçîáðàí è ïðîÿñíåí ìåõàíèçì, ïî êîòîðîìó âòî-
ðûå êëàññû êîìîëîãèé ïîðîæäàþò äåôîðìàöèè, è âûÿâëåíî, ïî÷åìó äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îáùèõ äåôîðìàöèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èìåííî íåëè-
íåéíûå ôóíêòîðû.

Îòìåòèì � è ýòî áîëüøîå äîñòîèíñòâî ðàáîòû èìåííî ñ àáåëåâûìè êà-
òåãîðèÿìè � ÷òî êîíñòðóêöèÿ êëàññà êîãîìîëîãèé ïî äåôîðìàöèè âåñü-
ìà ïðÿìàÿ è êîíöåïòóàëüíî ïðîçðà÷íàÿ, è îíà, â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ
â ëèòåðàòóðå êîíñòðóêöèé, íå èñïîëüçóåò ñâåäåíèÿ àáåëåâûõ êàòåãîðèé
ê àääèòèâíûì (ò.å. ïî ñóòè, ê àëãåáðàì). À èìåííî, ïóñòü ó íàñ åñòü àáå-
ëåâà êàòåãîðèÿ C, è åå ïîëíîå âëîæåíèå i : C → C ′ â àáåëåâó êàòåãîðèþ
C ′, êîòîðîå â íàäëåæàùåì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñ êâàäðàòîì
íîëü. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, ó i åñòü ëåâûé ñîïðàæåííûé ôóíêòîð j è åãî
ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû L∗j. Ïîñêîëüêó i ïîëíûé, êîìïîçèöèÿ j ◦ i = Id
åñòü òîæäåñòâåííûé ýíäîôóíêòîð êàòåãîðèè C. Êîìïîçèöèÿ T = L1j ◦ i
òîãäà ñëóæèò êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê íàøåé äåôîðìàöèè, à åñòå-
ñòâåííûé êëàññ â Ext2(Id, T ), çàäàâàåìûé ñîîòâåñòâóþùèì êàíîíè÷åñêèì
îáðåçàíèåì âñåé êîìïîçèöèè L∗j ◦ i � ýòî êàê ðàç è åñòü êëàññ êîãîìîëî-
ãèé, îòâå÷àþùèé äåôîðìàöèè.

Â ñëó÷àå êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì, íàìè áûëà äàíà òàêæå è
îáðàòíàÿ êîíñòðóêöèÿ, ñòðîÿùåå ðàñøèðåíèå ïî êëàññû êîãîìîëîãèé, à
çàòåì äåòàëüíî èññëåäîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ãîìîìîðôèçìà Áîêøòåéíà.
Â ýòîì ñëó÷àå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ êîãîìîëîãèé äîïóñêàåò ÷ðåç-
âû÷àéíî ÿâíîå è ïðîñòîå îïèñàíèå ïî Éîíåäå � ñðåäíèå ÷ëåíû ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ÷åòûðåõ÷ëåííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóòü ôóíêòîðû
p-õ öèêëè÷åñêèõ ñòåïåíåé, ïåðåâîäÿùèå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä
Z/pZ â èíâàðèàíòû H0(Z/pZ, V ⊗p) è êîèíâàðèàíòû H0(Z/pZ, V ⊗p) öèê-
ëè÷åñêîé ãðóïïû, êîòîðàÿ äåéñòâóåò ïåðåñòàíîâêîé ïî äëèííîìó öèêëó,
Òàêîå îïèñàíèå òàêæå ñîâìåñòèìî ñ òåíçîðíîé ñòðóêòóðîé, ëåãêî îáîá-
ùàåòñÿ íà êîìïëåêñû ôóíêòîðîâ, è ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü òåîðåìû ñðàâ-
íåíèÿ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêòîðàìè âåêòîðîâ Âèòòà, ïîñòðîåííûìè
Ä. Êàëåäèíûì â ïðîøëîì ãîäó.
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4 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé

4.1 Êâàäðàòè÷íûå ìèíîðíûå ëàìèíàöèè

Ëîêàëüíîå ïîäîáèå ìåæäó ìíîæåñòâîì Ìàíäåëüáðîòà è ìíîæåñòâàìè
Æþëèà � ãëóáîêîå ÿâëåíèå, êîòîðîå ðàçíûå àâòîðû èçó÷àëè ñ ðàçíûõ
ñòîðîí. Â ãîòîâÿùåéñÿ ñîâìåñòíîé ðàáîòå [3] À. Áëîõà, Ë. Îâåðñòèãåíà è
Â. Òèìîðèíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûé àñïåêò ýòîãî ÿâëåíèÿ. À
èìåííî, êâàäðàòè÷íàÿ ìèíîðíàÿ ëàìèíàöèÿ QML, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò
ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà, îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ (ÿâíî îïðåäåëåííûõ)
èòåðèðîâàííûõ ïðîîáðàçîâ ëèñòîâ íà ãðàíèöå êîìáèíàòîðíîé ãëàâíîé
êàðäèîèäû è êîïèé ñàìîé ëàìèíàöèè QML.

Ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèåé â äèñêå D = {z ∈ C | |z| < 1} íàçûâàåò-
ñÿ ëþáîé íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä (çà èñêëþ÷åíèåì, âîç-
ìîæíî, êîíöîâ). Õîðäû, ïðèíàäëåæàùèå ëàìèíàöèè, íàçûâàþòñÿ ëèñòà-
ìè. Çàìûêàíèÿ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ âñåõ ëèñòîâ íà-
çûâàþòñÿ ùåëÿìè ëàìèíàöèè. Íà îêðóæíîñòè S1 = {z | |z| = 1} äåé-
ñòâóåò îòîáðàæåíèå óäâîåíèÿ óãëà σ2(z) = z2. Åñëè G ⊂ S1 ñîâïàäà-
åò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà G ∩ S1, òî ìû ïîëàãàåì σ2(G) =
conv(σ2(G ∩ S1)).

Ïîíÿòèå ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèè ââåë Ó. Òåðñòîí â [4]. Òàì æå îïðå-
äåëåíà ëàìèíàöèÿ QML (Quadratic Minor Lamination). Åñëè ñòÿíóòü âñå
õîðäû è âñå ìíîãîóãîëüíèêè èç QML â òî÷êè, òî ïîëó÷èòñÿ ôàêòîðïðî-
ñòðàíñòâîM c åäèíè÷íîãî äèñêà, ìîäåëèðóþùåå ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðî-
òà â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ìîíîòîííàÿ ïðîåêöèÿ èç
ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà M â M c. Ãèïîòåòè÷åñêè, âñå ñëîè ýòîé ïðî-
åêöèè � òî÷êè, à ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà ãîìåîìîðô-
íî M c. Ýòà ãèïîòåçà âûòåêàåò èç (íåäîêàçàííîãî íà íàñòîÿùèé ìîìåíò)
óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî M ëîêàëüíî ñâÿçíî.

Ëàìèíàöèþ QML ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåò-
ðîâ äèíàìè÷åñêèõ ëàìèíàöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîäåëèðóåò ìíîæå-
ñòâî Æþëèà íåêîòîðîãî êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. Äèíàìè÷åñêèå ëà-
ìèíàöèè ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè âçÿòèÿ èòåðèðîâàííûõ ïðîîáðàçîâ. Ïðî-
îáðàçîì õîðäû ` íàçûâàåòñÿ òàêàÿ õîðäà `′, ÷òî σ2(`′) = `. Ïðîîáðàç îïðå-
äåëåí íåîäíîçíà÷íî. Â ðàáîòå [3] ïðåäëîæåíî äèíàìè÷åñêîå ïîñòðîåíèå
ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà, ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîé êîíñòðóêöèè ïðîîá-
ðàçîâ. Äëÿ êàæäîé õîðäû `, îáîçíà÷èì ÷åðåç H(`) ìåíüøóþ îòêðûòóþ
äóãó åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îãðàíè÷åííóþ êîíöàìè õîðäû `.
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Òåîðåìà À. Ïóñòü m ∈ QML � íåâûðîæäåííûé ëèñò. Äëÿ êàæäîé
òî÷êè a ∈ H(m), òàêîé ÷òî σn2 (a) ∈ m ïðè íåêîòîðîì n ≥ 0, ñóùåñòâó-
åò èòåðèðîâàííûé ïðîîáðàç m′ ëèñòà m, òàêæå ÿâëÿþùèéñÿ ëèñòîì
ëàìèíàöèè QML.

Ëèñòûm′ îïèñàííîãî â òåîðåìå À âèäà íàçûâàþòñÿ ïîòîìêàìè ëèñòà
m. Ïîòîìêè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÿâíî (àëãîðèòìè÷åñêè).

Ìíîæåñòâî ÌàíäåëüáðîòàM è åãî àíàëîãM c îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñà-
ìîïîäîáèÿ: êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñïåöè-
àëüíûõ ãîìåîìîðôíûõ êîïèé ñàìîãî ñåáÿ. Ýòè ñïåöèàëüíûå ãîìåîìîðô-
íûå êîïèè � òàê íàçûâàåìûå ìëàäåí÷åñêèå ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà
(baby Mandelbrot sets) � îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ÿâëåíèÿ ðåíîðìà-
ëèçàöèè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ QML çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî âñå ëèñòû ýòîé ëàìèíàöèè äåëÿòñÿ íà òàê íàçûâàåìûå ïî÷òè íåðå-
íîðìàëèçóåìûå ëèñòû è ëèñòû, ïðèíàäëåæàùèå ìëàäåí÷åñêèì QML.
Êîìáèíàòîðíîé ãëàâíîé êàðäèîèäîé íàçûâàåòñÿ ùåëü ëàìèíàöèè QML,
ñîäåðæàùàÿ öåíòð äèñêà.

Òåîðåìà Â. Âñå ïî÷òè íåðåíîðìàëèçóåìûå ëèñòû ëàìèíàöèè QML
ïîëó÷àþòñÿ êàê ïðåäåëû ïîòîìêîâ ëèñòîâ íà ãðàíèöå êîìáèíàòîðíîé
ãëàâíîé êàðäèîèäû.

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ñëåäóþùåå ñàìîïîäîáíîå îïèñàíèå ëàìèíà-
öèè QML. Ñíà÷àëà îòìåòèì ëèñòû íà ãðàíèöå êîìáèíàòîðíîé ãëàâ-
íîé êàðäèîèäû (ýòè ëèñòû ìîæíî çàäàòü ÿâíî). Ïîòîì ðàññìîòðèì âñåõ
èõ ïîòîìêîâ è ïðåäåëû ýòèõ ïîòîìêîâ. Íàêîíåö, â îáðàçóþùèåñÿ ùåëè
âñòàâëÿþòñÿ êîïèè ëàìèíàöèè QML.

Ïîäîáíîå îïèñàíèå ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà äðóãèå ïàðàìåòðè-
÷åñêèå ñðåçû ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ. Òîëüêî âìåñòî ñàìîïîäîáíîãî
îïèñàíèÿ ìû ïîëó÷èì îïèñàíèå, ññûëàþùååñÿ íà QML (ïîñëå ïåðåõîäà
ê ïðàâèëüíûì îáðàçîì îïðåäåëåííûì ïîòîìêàõ è èõ ïðåäåëàì, â ïîëó-
÷èâøèåñÿ ùåëè íàäî âñòàâèòü êîïèè ëàìèíàöèè QML, à íå èñõîäíîé
ïàðàìåòðè÷åñêîé ëàìèíàöèè).

Â îò÷åòíûé ïåðèîä áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ [1], çàêîí÷åíà ðàáîòà
íàä ïðåïðèíòîì [2], è íà÷àòà ðàáîòà íàä ïðåïðèíòîì [3].
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4.2 Âûðîæäåíèå ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Õîäæà-
äåÐàìà â êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêå

Åñëè f : X → S � ãëàäêèé ñîáñòâåííûé ìîðôèçì ñõåì õàðàêòåðèñòèêè
p > 0, çàôèêñèðîâàí ïîäúåì S̃ ñõåìû S íàä Z/p2 âìåñòå ñ ïîäúåìîì àáñî-
ëþòíîãî ìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà F̃S : S̃ → S̃, òî âûáîð ïîäúåìà X̃ ñõåìû
X äî ñõåìû íàä S̃ çàäàåò ñòðóêòóðó ìîäóëÿ Ôîíòåíà-Ëàôôý íà îòíî-
ñèòåëüíûõ êîãîìîëîãèÿõ äå Ðàìà Hn

dR(X/S) ñíàáæåííûõ ôèëüòðàöèåé
Õîäæà äëÿ n < p. Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëü Ôîíòåíà-Ëàôôå ýòî ëîêàëü-
íî ñâîáîäíûé ïó÷îê OS-ìîäóëåé M êîíå÷íîãî ðàíãà ñíàáæåííûé ïëîñ-
êîé ñâÿçíîñòüþ è ôèëüòðàöèåé 0 = FNM ⊂ FN−1M ⊂ · · · ⊂ F 1M ⊂
F 0M = M , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè Ãðèôôèòñà

âìåñòå ñ èçîìîðôèçìîì
N⊕
i=0

F iM/F i+1M ∼= M . Íàïðèìåð, åñëè èìåë-

ñÿ ïîäúåì ìîðôèçìà f : X → S íàä Zp âìåñòå ñ ïîäúåìîì Ôðîáåíè-
óñà F̃X̃ , òî ñòðóêòóðà ìîäóëÿ Ôîíòåíà-Ëàôôý çàäàíà îòîáðàæåíèÿìè
F̃ ∗
X̃

pi
: F iHn

dR(X/S) → Hn
dR(X/S). Áîëåå òîãî, åñëè îòíîñèòåëüíàÿ ðàçìåð-

íîñòü dim(X/S) ìåíüøå p(òàê ÷òî óñëîâèå n < p ïóñòî), òî ñïåêòðàëü-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Õîäæà-äå Ðàìà äëÿ ñåìåéñòâà X/S âûðîæäà-
åòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìîäóëè F iHn

dR(X/S)/F i+1Hn
dR(X/S) îòîæäåñòâëåíû ñ

Hn−i(X,Ωi
X/S), ñì. [5],[6], [7]

Ñîâìåñòíî ñ Âàäèìîì Âîëîãîäñêèì è Äìèòðèåì Âàéíòðîáîì, àññî-
öèèðîâàííûì ñîòðóäíèêîì Ëàáîðàòîðèè À. Ïåòðîâûì áûëî çàêîí÷åíî
ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèè â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè. À
èìåííî, åñëè S = SpecR ãëàäêàÿ àôôèííàÿ ñõåìà íàä ñîâåðøåííûì ïî-
ëåì k õàðàêòåðèñòèêè p ñ âûáðàííûì ïîäúåìîì Spec R̃ íàäW2(k) âìåñòå
ñ ïîäúåìîì ýíäîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà è A � ãîìîëîãè÷åñêè ãëàäêàÿ ñîá-
ñòâåííàÿ dg-àëãåáðà íàä R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ HHm(A/R) ïðè
|m| ≥ p− 2(ýòî àíàëîã óñëîâèÿ dim(X/S) < p) òî èìååò ìåñòî.

Òåîðåìà.([12]) Ïîäúåì A äî ïî÷ëåííî ïëîñêîé dg-àëãåáðû Ã íàä R̃
çàäàåò ñòðóêòóðó ìîäóëÿ Ôîíòåíà-Ëàôôå íà ïåðèîäè÷åñêèõ öèêëè÷å-
ñêèõ ãîìîëîãèÿõ HP•(A/R), è îòíîñèòåëüíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Õîäæà-äå Ðàìà âûðîæäàåòñÿ â ïåðâîì ëèñòå.

Ñòðóêòóðà ìîäóëÿ Ôîíòåíà-Ëàôôå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñâÿçíîñòü è
ôèëüòðàöèþ � ñâÿçíîñòü, èìåþùàÿ ïîëíîå ïðàâî íàçûâàòüñÿ ñâÿçíîñòüþ
Ãàóññà-Ìàíèíà, áûëà ïîñòðîåíà Êàëåäèíûì è Ãåòöëåðîì â [10] è [8] ñî-
îòâåòñòâåííî. Èõ êîíñòðóêöèè ðàçëè÷íû è, â [12], â ÷àñòíîñòè, ïðîâå-
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ðåíî, ÷òî ýòè êîíñòðóêöèè èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå ïëîñêèå ñâÿçíîñòè
íà ãðóïïàõ êîãîìîëîãèé. Ôèëüòðàöèÿ íà ïåðèîäè÷åñêèõ öèêëè÷åñêèõ ãî-
ìîëîãèÿõ ïðèõîäèò èç u-àäè÷åñêîé ôèëüòðàöèè íà ïåðèîäè÷åñêîì öèê-
ëè÷åñêîì êîìïëåêñå, ñì. [11]. Èç ÿâíîé êîíñòðóêöèè Ãåòöëåðà óñëîâèå
òðàíñâåðñàëüíîñòè Ãðèôôèòñà âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, â îñòàëüíîì
êîíñòðóêöèÿ Êàëåäèíà óäîáíåå äëÿ íàøèõ öåëåé.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ðàáîòàì Êàëåäèíà([9]), ãäå áûë äîêà-
çàí àíàëîãè÷íûé ôàêò â ñëó÷àå R = k. Ãëàâíûì èíãðåäèåíòîì ÿâëÿåòñÿ
ðàññìîòðåíèå îáðåçàíèÿ êîìïëåêñà Òåéòà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z/p ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè â A⊗p.

Äàëåå, âìåñòå ñ Âàäèìîì Âîëîãîäñêèì, À. Ïåòðîâ èçó÷àë äðóãèå ïðè-
ëîæåíèÿ ýòîãî äâó÷ëåííîãî îáðåçàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð:
X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íàä k è E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà íåì.
Íà òåíçîðíîé ñòåïåíè E⊗p èìååòñÿ äåéñòâèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z/p.
Âîçüìåì êîìïëåêñ Òåéòà ýòîãî äåéñòâèÿ è ðàññìîòðèì åãî êàíîíè÷åñêîå
îáðåçàíèå T (E) : τ [−1,0]Ĉ(Z/p, E⊗p)â ãðàäóèðîâêàõ −1 è 0. Íåñëîæíî óâè-
äåòü(ýòî íàáëþäåíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì óæå â [9]), ÷òî ãðóïïû êîãîìîëî-
ãèé Òåéòà ýòîãî ìîäóëÿ âî âñåõ ãðàäóèðîâêàõ êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû
F ∗XE. Òàêèì îáðàçîì, T (E) çàäàåò ðàñøèðåíèå äëèíû äâà F ∗XE ñ ïîìî-
ùüþ F ∗XE. Âàæíûì íàáëþäåíèåì â [12] ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî T (E) èìååòñÿ
ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü(ýòîìó ïîíÿòèþ íóæíî ïðèäàòü òî÷íûé ñìûñë òàê êàê
T (E) ýòî îáúåêò ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè) è ýòî ðàñøèðåíèå äëèíû 2 ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì â êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä X ñ ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ.

Òàêîå ðàñøèðåíèå çàäàåò êëàññ â Ext2dR(F ∗XE,F
∗
XE) ãäå ExtdR îáîçíà-

÷àåò Ext-ãðóïïû â äàííîé êàòåãîðèè. Ïðèìåíÿÿ ôóíêòîð i-îé âíåøíåé
ñòåïåíè ýòî äàåò êëàññ â ãðóïïå Ext2idR(ΛiF ∗XE,Λ

iF ∗XE). Ïðèìåíÿÿ ê íåìó
îòîáðàæåíèå ñëåäà, ïîëó÷àåì êëàññû â ãðóïïàõ H2i

dR(X/k). Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè êëàccû ×åðíà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ êîíñòðóêöèÿ êëàññîâ ×åðíà â àëãåáðàè÷åñêèõ êîãî-
ìîëîãèÿõ äå Ðàìà â ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå â äóõå êîíñòðóêöèè
×åðíà-Âåéëÿ.
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4.3 Èíòåðïîëÿöèîííûé Ãðàññìàííèàí Äðèíôåëüäà-
Ãàéöãîðè-Âèíáåðãà è ãåîìåòðè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå
Ñàòàêå

Â ðàáîòå [18], ñîòðóäíèêàì Ëàáîðàòîðèè óäàëîñü äîáèòüñÿ ñëåäóþùèõ
ðåçóëüòàòîâ.

4.3.1

Îáîçíà÷èì çà Λ =
⊕

n Λn êîëüöî ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ áàçèñîì
èç ìíîãî÷ëåíîâ Øóðà sλ. Íà ýòîì êîëüöå åñòü åñòåñòâåííîå êîóìíîæå-
íèå. Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà åñòü áàçèðîâàííûé èçîìîðôèçì
ìåæäó áèàëãåáðàìè Λ è H•(Gr,Z), ïåðåâîäÿùèé sλ â ôóíäàìåíòàëüíûé
êëàññ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ Øóáåðòà σλ. Çäåñü Gr åñòü áåñêî-
íå÷íîìåðíûé Ãðàññìàííèàí Gr = lim

→
Gr(k,m) ' BU(∞), è êîóìíîæåíèå

íà H•(Gr,Z) âîçíèêàåò èç ñòðóêòóðû H-ïðîñòðàíñòâà íà êëàññèôèöèðó-
þùåì ïðîñòðàñòâå BU(∞).

Îïèøåì àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê êîíñòðóêöèè êîóìíîæåíèÿ
íà H•(Gr,Z). Ìû èìååì: H2n(Gr,Z) = H2n(Schn,Z) = H2n

c (Schn,Z) =
H2n
c (Schn,Z), ãäå Schn ⊂ Gr (ñîîòâ. Schn ⊂ Gr) åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ n-

ìåðíûõ (ñîîòâ. ≤ n-ìåðíûõ) êëåòîê Øóáåðòà (îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî ôëàãà).

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî Êàëîäæåðî-Ìîçåðà Cn åñòü ïðîñòðàíñòâî ïàð
n × n-ìàòðèö (X, Y ) ïî ìîäóëþ îäíîâðåìåííîãî ñîïðÿæåíèÿ òàêèõ, ÷òî
îïåðàòîð [X, Y ] + Id èìååò ðàíã 1. Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà πn : Cn → A(n)

ïåðåâîäèò (X, Y ) â ñïåêòð îïåðàòîðà X. Âèëñîí â [21] îòêðûë ñëåäóþùèå
äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ýòîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû.

(a) Äëÿ n1 + n2 = n èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè

Cn ×A(n) (A(n1) × A(n2))disj
∼−→ (Cn1 × Cn2)×(A(n1)×A(n2)) (A(n1) × A(n2))disj.

(b) Äëÿ x ∈ A1 èìååòñÿ èçîìîðôèçì π−1
n (n · x) ∼−→ Schn.

Òåïåðü èñêîìîå êîïðîèçâåäåíèå

∆ =
⊕

n1+n2=n

∆n1,n2 : H2n
c (Schn,Z)→

⊕
n1+n2=n

H2n1
c (Schn1 ,Z)⊗H2n2

c (Schn2 ,Z)

åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ìîðôèçì êîñïåöèàëèçàöèè1 ìåæäó êîãîìîëîãèÿìè

1òåðìèíîëîãèÿ èç [20, 6.2.7].
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ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ñëîåâ ìîðôèçìà πn, îãðàíè÷åííûõ íà ïîäñå-
ìåéñòâî π−1

n (n1 · x+ n2 · y) ⊂ Cn.

4.3.2

Ñòàðòóÿ ñ ðåäóêòèâíîé êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G, Øèäåð
â [20] ïîñòðîèë áèàëãåáðó A, èãðàþùóþ ðîëü

⊕
nH

2n
c (Schn,C) äëÿ àô-

ôèííîãî Ãðàññìàííèàíà GrG âìåñòî Gr. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü åãî
êîíñòðóêöèþ, ìû íàïîìíèì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, êàñàþùèåñÿ ãðóïïû
G è àôôèííîãî Ãðàññìàííèàíà GrG.

Ìû ôèêñèðóåì Áîðåëåâñêóþ è Êàðòàíîâñêóþ ïîäãðóïïû G ⊃ B ⊃ T
è îáîçíà÷àåì ñèìâîëîìW ãðóïïó Âåéëÿ äëÿ (G, T ). Ïóñòü N åñòü óíèïî-
òåíòíûé ðàäèêàë Áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû B ⊂ G, è N− îáîçíà÷àåò óíè-
ïîòåíòíûé ðàäèêàë ïðîòèâîïîëæíîé Áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû B−. Îáî-
çíà÷èì çà Λ (ñîîòâ. Λ∨) ðåøåòêó êîâåñîâ (ñîîòâ. âåñîâ), è ïóñòü Λ+ ⊂ Λ
(ñîîòâ. Λ∨+ ⊂ Λ∨) îáîçíà÷àåò êîíóñ äîìèíàíòíûõ êîâåñîâ (ñîîòâ. âåñîâ).
Ìû òàêæå îáîçíà÷èì çà Λ+ ⊂ Λ (ñîîòâ. Λ∨+ ⊂ Λ∨) ïîäìîíîéä, ïîðîæäåí-
íûé ïðîñòûìè êîêîðíÿìè (ñîîòâ. êîðíÿìè) αi, i ∈ I (ñîîòâ. α∨i , i ∈ I).
Ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì G∨ ⊃ T∨ äâîéñòâåííóþ ïî Ëåíãëåíäñó ãðóïïó,
òàê ÷òî Λ (ñîîòâ. Λ∨) åñòü ðåøåòêà âåñîâ (ñîîòâ. êîâåñîâ) ãðóïïû G∨.

Ïóñòü O îáîçíà÷àåò êîëüöî ðÿäîâ Òýéëîðà C[[z]], è ïóñòü K îáîçíà-
÷àåò åãî ïîëå ÷àñòíûõ C((z)). Àôôèííûé Ãðàññìàííèàí GrG = GK/GO
åñòü èíä-ïðîåêòèâíàÿ ñõåìà, îáúåäèíåíèå

⊔
λ∈Λ+ GrλG GO-îðáèò. Çàìûêà-

íèå GrλG � ýòî ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå GrλG =
⊔
µ≤λ GrµG. Ìíîæåñòâî

íåïîäâèæíûõ òî÷åê GrTG åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ðåøåòêîé êîâå-
ñîâ Λ; µ ∈ Λ ëåæèò â GrλG, åñëè è òîëüêî åñëè µ ∈ Wλ.

Ïî êîâåñó ν ∈ Λ = GrTG ìû ñòðîèì èíä-ñõåìó Sν ⊂ GrG (ñî-
îòâ. Tν ⊂ GrG) � N(K)-îðáèòó (ñîîòâ. of N−(K)) òî÷êè ν. Ïåðåñå÷å-
íèÿ Sν ∩ GrλG (ñîîòâ. Tν ∩ GrλG) ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðàìè (ñîîòâ. ðå-
ïåëëåíòàìè) äåéñòâèÿ C× ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà 2ρ â Êàðòàíîâ-
ñêèé òîð T y GrλG : Sν ∩ GrλG = {x ∈ GrλG : lim

c→0
2ρ(c) · x = ν} è

Tν ∩ GrλG = {x ∈ GrλG : lim
c→∞

2ρ(c) · x = ν}. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó èìååì:

GrG = lim
λ∈Λ+

GrλG, Sν (ñîîòâ. Tν) � àòòðàêòîð (ñîîòâ. ðåïåëëåíò) ê òî÷êå ν

â GrG. Çàìûêàíèå Sν åñòü îáúåäèíåíèå
⊔
µ≤ν Sµ, T ν =

⊔
µ≥ν Tµ.

Ñòàðòóÿ ñ θ ∈ Λ+, ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì Schθ (ñîîòâ. Schθ) ïåðå-
ñå÷åíèå Sθ ∩ T0 (ñîîòâ. Sθ ∩ T 0). Îíî ðàâíîðàçìåðíî ðàçìåðíîñòè 〈ρ∨, θ〉.
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Îáîçíà÷èì Aθ := H
〈2ρ∨,θ〉
c (Schθ,C) = H

〈2ρ∨,θ〉
c (Schθ,C), è A :=

⊕
θ∈Λ+

Aθ.
Çàôèêñèðóåì ãëàäêóþ êîìïëåêñíóþ êðèâóþ X è θ ∈ Λ+. Ïðîñòðàí-

ñòâî îòêðûòûõ çàñòàâ
◦
Z
θ
(ñìîòðè [15]) ñíàáæåíî ìîðôèçìîì πθ :

◦
Z
θ →

Xθ íà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äèâèçîðîâ ñòåïåíè θ íà X. Ìîð-
ôèçì πθ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôàêòîðèçàöèè, è äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X
ìû èìååì êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì π−1

θ (θ · x) ∼−→ Schθ. Çàôèêñèðóåì
θ1, θ2 ∈ Λ+ òàêèå, ÷òî θ1 + θ2 = θ. Êîóìíîæåíèå ∆θ1,θ2 : Aθ → Aθ1 ⊗ Aθ2
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî 4.3.1 ïðè ïîìîùè ìîðôèçìà ôàòîðèçàöèè äëÿ
ïîäñåìåéñòâà π−1

θ (θ1 · x+ θ2 · y).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ìîðôèçì óìíîæåíèÿ m :

⊕
θ1+θ2=θAθ1 ⊗

Aθ2 → Aθ, íàì íóæíà äåôîðìàöèÿ Äðèíôåëüäà-Ãàéöãîðè S̃chθ → A1 [16],
ñòðîÿùàÿñÿ ïðè ïîìîùè C×-äåéñòâèÿ íà Schθ, ïðèõîäÿùåãî èç êîõàðàê-
òåðà 2ρ òîðà T . Îñíîâíîå ñâîéñòâî ñåìåéñòâà S̃chθ → A1 ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñëîè íàä òî÷êàìè a 6= 0 èçîìîðôíû Schθ, â òî âðåìÿ êàê íóëåâîé ñëîé
(S̃chθ)0 èçîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ

⊔
λ

Sch+,λ
θ × Sch−,λθ . Çäåñü λ

(êîâåñ â Λ+ òàêîé, ÷òî λ ≤ θ) ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî C×-íåïîäâèæíûõ
òî÷åê Schθ, è Sch+,λ

θ (ñîîòâ. Sch−,λθ ) îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùèé àò-
òðàêòîð (ñîîòâ. ðåïåëëåíò). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî H

〈2ρ∨,θ〉
c ((S̃chθ)0,C) =⊕

θ1+θ2=θH
〈2ρ∨,θ1〉
c (Schθ1 ,C)⊗H〈2ρ

∨,θ2〉
c (Schθ2 ,C), è æåëàåìîå ïðîèçâåäåíèå

m åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ìîðôèçì êîñïåöèàëèçàöèè ìåæäó êîãîìîëîãèÿìè
ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ñëîåâ ñåìåéñòâà Äðèíôåëüäà-Ãàéöãîðè.

Øèäåð ïðåäïîëîæèë, ÷òî áèàëãåáðà A èçîìîðôíà óíèâåðñàëüíîé
îáåðòûâàþùåé àëãåáð U(n∨) àëãåáðû Lie(N∨), ãäå N∨ ⊂ B∨ ⊂ G∨ åñòü
óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë äâîéñòâåííîé Áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû â G∨. Ãè-
ïîòåçà äîêàçàíà â ðàáîòå:

4.3.3

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü èçîìîðôèçìA ∼−→U(n∨), àâòîðû îïðåäåëÿþò
äåéñòâèå áèàëãåáðû A íà ãåîìåòðè÷åñêîì ôóíêòîðå ñëîÿ Ñàòàêå. Òî÷-
íåå, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì rν,+ (ñîîòâ. rν,−) ëîêàëüíî çàìêíóòîå âëîæåíèå
Sν ↪→ GrG (ñîîòâ. Tν ↪→ GrG). Îáîçíà÷èì òàêæå ñèìâîëîì ιν,+ (ñîîòâ.
ιν,−) çàìêíóòîå âëîæåíèå òî÷êè ν â Sν (ñîîòâ. â Tν).

Ñîãëàñíî [13, 16], ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ
ι∗ν,−r

!
ν,− ' ι!ν,+r

∗
ν,+ : Db

GO
(GrG) → Db(Vect). Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëîé ïó÷êà

P ∈ Db
GO

(GrG) â òî÷êå ν îïðåäåëÿåòñÿ êàê Φν(P) := ι∗ν,−r
!
ν,−P ' ι!ν,+r

∗
ν,+P .
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Ñîãëàñíî [19], äëÿ P ∈ PervGO(GrG) ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëîé Φν(P) ñîñðå-
äîòî÷åí â ñòåïåíè 〈2ρ∨, ν〉, è èìååò ìåñòî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â
ïðÿìóþ ñóììó H•(GrG,P) =

⊕
ν∈Λ Φν(P). Áîëåå òîãî, àáåëåâà êàòåãî-

ðèÿ PervGO(GrG) ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè ?,
è ôóíêòîð H•(GrG,−) : (PervGO(GrG), ?) → (Vect,⊗) ÿâëÿåòñÿ ôóíêòî-
ðîì ñëîÿ. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü Ñàòàêå åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü
òåíçîðíûõ êàòåãîðèé (PervGO(GrG), ?) è Rep(G∨).

Àâòîðû îïðåäåëÿþò ìîðôèçì ôóíêòîðîâ Aθ ⊗ Φν → Φν+θ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ôóíêòîðà àâòîðû îïðåäåëÿþò äåôîðìàöèþ
Äðèíôåëüäà-Ãàéöãîðè-Âèíáåðãà àôôèííîãî Ãðàññìàííèàíà VinGrprinc

G .
Èñêîìîå ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòèôèêàöèåé äåôîð-
ìàöèè Äðèíôåëüäà-Ãàéöãîðè G̃rG → A1. Àâòîðû òàêæå ðàññìàòðèâàþò
ðàñøèðåííóþ âåðñèþ VinGrG → T+

ad := SpecC[Λ∨+] è àíàëîãè÷íóþ âåðñèþ
VinGrG,Xn äëÿ Ãðàññìàííèàíà Áåéëèíñîíà-Äðèíôåëüäà. Ýòè ñåìåéñòâà
ñàìè ïî ñåáå ÿâëÿþòñÿ êðàéíå èíòåðåñíûìè îáúåêòàìè äëÿ èçó÷åíèÿ.
Ê ïðèìåðó, ïóñòü ω ∈ Λ+ � ìèíèñêóëüíûé äîìèíàíòíûé êîâåñ. Òîãäà
ìíîãîîáðàçèå Øóáåðòà GrωG èçîìîðôíî ïàðàáîëè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ
ôëàãîâ G/Pω, è ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîãîîáðàçèå VinGrωG â VinGrG èçî-
ìîðôíî äåôîðìàöèè Áðèîíà ∆G/Pω â Hilb(G/Pω ×G/Pω)× T+

ad [14, �3].
Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ Ñàòàêå äëÿ P ∈ PervGO(GrG)

êîãîìîëîãèè H•(GrG,P) îáëàäàþò ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé
U(g∨). Àâòîðû ñòðîÿò ýòî äåéñòâèå ãåîìåòðè÷åñêè � êàê èçâåñòíî, äåé-
ñòâèå ïîäàëãåáðû Êàðòàíà U(t∨) ⊂ U(g∨) âîçíèêàåò èç ãðàäóèðîâêè
H•(GrG,P) =

⊕
ν∈Λ Φν(P). Äåéñòâèå àëãåáðû U(n∨) ïðèõîäèò èç ãåîìåò-

ðè÷åñêîãî äåéñòâèÿ áèàëãåáðû A íà ôóíêòîðå ñëîÿ Ñàòàêå è èçîìîðôèç-
ìà A ∼−→U(n∨). Íàêîíåö, äåéñòâèå àëãåáðû U(n∨−) ñîïðÿæåíî äåéñòâèþ
U(n∨) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû Ëåôøåöà íà H•(GrG,P).

Àâòîðû òàêæå ïðåäëàãàþò ãèïîòåòè÷åñêóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ êîí-
ñòðóêöèþ àëãåáðû U(g+

Q) (óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé ïîëîæèòåëüíîé
ïîäàëãåáðû â ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðå Êàöà-Ìóäè) â êîíòåêñòå Êóëîíîâ-
ñêèõ âåòâåé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîë÷àííûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé.

4.4 Êëàñòåðíàÿ ñòðóêòóðà íà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ çàñòàâàõ

4.4.1 Çàñòàâû è åâêëèäîâû ìîíîïîëè

Ïóñòü G ïî÷òè ïðîñòàÿ îäíîñâÿçíàÿ ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä
C. Áóäåì îáîçíà÷àòü B ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ G. Ôèêñèðóåì ïàðó ïðîòè-
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âîïîëîæíûõ áîðåëåâñêèõ ïîäãðóïï B, B−, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ÿâëÿåò-
ñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì T . Ïóñòü Λ îáîçíà÷àåò ðåøåòêó êîõàðàêòåðîâ
òîðà T ; ïîñêîëüêó G ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, ýòà ðåøåòêà ñîâïàäà-
åò ñ ðåøåòêîé êîêîðíåé ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì Λ+ ⊂ Λ ïîä-ïîëóãðóïïó,
ïîðîæä¼ííóþ ïîëîæèòåëüíûìè êîêîðíÿìè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî H2(B,Z) = Λ è ÷òî ýëåìåíò α ∈ H2(B,Z) ïðåä-
ñòàâèì ýôôåêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

α ∈ Λ+. Ïóñòü
◦
Zα îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæåíèé C = P1 → B

ñòåïåíè α, ïåðåâîäÿùèõ∞ ∈ P1 â B− ∈ B. Èçâåñòíî [26], ÷òî ýòî ãëàäêîå
ñèìïëåêòè÷åñêîå àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü ñ ãèïåðêýëåðîâûì ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé îñíàùåííûõ
G-ìîíîïîëåé íà R3 ñ ìàêñèìàëüíûì íàðóøåíèåì ñèììåòðèè íà áåñêî-
íå÷íîñòè, ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì α [29], [30].

Ïðîñòðàíñòâî ìîíîïîëåé
◦
Zα îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ÷àñòè÷íîé êîì-

ïàêòèôèêàöèåé Zα (ïðîñòðàíñòâî çàñòàâ). Îíî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî
êàê ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé áàçèðîâàííûõ êâàçèîòîáðàæåíèé ñòåïåíè α;
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííî îíî ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Zα =
⊔

0≤β≤α

◦
Zβ × Aα−β,

ãäå äëÿ γ ∈ Λ+ ìû îáîçíà÷àåì Aγ ïðîñòðàíñòâî âñåõ êðàøåííûõ äèâè-
çîðîâ

∑
γixi ñ xi ∈ A1, γi ∈ Λ+, òàêèõ ÷òî

∑
γi = γ.

Ïðîñòðàíñòâî çàñòàâ ñíàáæåíî ìîðôèçìîì ôàêòîðèçàöèè πα : Zα →
Aα, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà

◦
Zα ⊂ Zα èìååò ïðîçðà÷íûé ãåîìåòðè÷å-

ñêèé ñìûñë: äëÿ áàçèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ ∈
◦
Zα, êðàøåííûé äè-

âèçîð πα(φ) � ýòî ïðîñòî îáðàòíûé îáðàç êðàøåííîãî äèâèçîðà Øó-
áåðòà D ⊂ B, ðàâíîãî äîïîëíåíèþ îòêðûòîé B-îðáèòû â B. Ìîðôèçì

πα :
◦
Zα → Aα ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé Àòèè-Õèò÷èíà (îò-

íîñèòåëüíî âûøåóïîìÿíóòîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû): âñå ñëîè πα
ëàãðàíæåâû.

Ñèñòåìà ýòàëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ êîîðäèíàò íà
◦
Zα áûëà ââåäåíà

â [26]. Íàïîìíèì å¼ îïðåäåëíèå äëÿ G = SL(2). Â ýòîì ñëó÷àå
◦
Zα ñîñòîèò

èç âñåõ îòîáðàæåíèé P1 → P1 ñòåïåíè α, ïåðåâîäÿùèõ∞ â 0. Òàêîå îòîá-
ðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R

Q
, ãäå Q ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 ñòåïåíè α, à R ÿâëÿåòñÿ ìíî-
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ãî÷ëåíîì ñòåïåíè < α. Ïóñòü w1, . . . , wα � êîðíè ìíîãî÷ëåíà Q. Ïîëî-
æèì yr = R(wr). Òîãäà ôóíêöèè (y1, . . . , yα, w1, . . . , wα) îáðàçóþò ýòàëü-

íóþ ðàöèîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà
◦
Zα, à âûøåóïîìÿíóòàÿ ñèì-

ïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä Ωrat =
∑α

r=1
dyr∧dwr

yr
.

Äëÿ îáùåé ãðóïïû G îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íûõ êîîðäèíàò âåñüìà ïî-

õîæå. À èìåííî, äëÿ òî÷êè
◦
Zα ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîãî÷ëåíû Ri, Qi, ãäå

i ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî I âåðøèí äèàãðàììû Äûíêèíà G, α =
∑
aiαi, à

(1) Qi ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 ñòåïåíè
ai,

(2) Ri ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè < ai.
Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü èñêîìûå (ýòàëüíûå, ðàöèîíàëüíûå) êîîð-

äèíàòû (yi,r, wi,r), ãäå i ∈ I, à r = 1, . . . , ai. À èìåííî, wi,r ÿâëÿþòñÿ êîð-
íÿìè Qi, à yi,r = Ri(wi,r). Ñêîáêà Ïóàññîíà ýòèõ êîîðäèíàò îòíîñèòåëü-
íî âûøåóïîìÿíóòîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: {wi,r, wj,s}rat = 0, {wi,r, yj,s}rat = ďiδijδrsyj,s, {yi,r, yj,s}rat =
(α̌i, α̌j)

yi,ryj,s
wi,r−wj,s

äëÿ i 6= j, è íàêîíåö, {yi,r, yi,s}rat = 0. Çäåñü α̌i ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòûì êîðíåì, (, ) îáîçíà÷àåò èíâàðèàíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå íà (LieT )∗, òàêîå ÷òî êâàäðàò äëèíû ïðîñòîãî êîðíÿ ðàâåí 2, è
ďi = (α̌i, α̌i)/2.

Íàïîìíèì òåïåðü, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ r-ìàòðèöà äëÿ g =
LieG çàäà¼ò ñòðóêòóðó áèàëãåáðû Ëè íà g[z±1], îòâå÷àþùóþ òðîéêå Ìà-
íèíà g[z], z−1g[z−1], g[z±1]. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà òðîéêà Ìàíèíà çàäà¼ò
Ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó íà àôôèííîì Ãðàññìàííèàíå GrG = G[z±1]/G[z].
Òðàíñâåðñàëüíûå ñðåçû Wλ

µ îò îäíîé G[z]-îðáèòû GrµG ê äðóãîé îðáè-
òå GrλG (çäåñü µ ≤ λ ÿâëÿþòñÿ äîìèíàíòíûìè êîâåñàìè ãðóïïû G) ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ âûøåóïîìÿíóòîé Ïóàññîíî-
âîé ñòðóêòóðû. Ñëåäóÿ [22], ìîæíî îòîæäåñòâèòü ïðîñòðàíñòâà çàñòàâ ñî
�ñòàáèëüíûìè ïðåäåëàìè"âûøåóïîìÿíóòûõ ñðåçîâ. Òî÷íåå, äëÿ α = λ−µ
èìååòñÿ áèðàöèîíàëüíîå Ïóàññîíîâî îòîáðàæåíèå sλµ : Wλ

µ → Zα.

4.4.2 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå çàñòàâû è ïåðèîäè÷åñêèå ìîíîïî-
ëè

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Gα
m ⊂ Aα (êðàøåíûå äèâèçîðû, íå

ñîäåðæàùèå òî÷êè 0 ∈ A1), è ñîîòâåòñòâóþùåå îòêðûòîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ çàñòàâ †Zα := π−1

α Gα
m ⊂ Zα, à òàêæå åãî

îòêðûòîå ãëàäêîå àôôèííîå ïîäìíîãîîáðàçèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìîíîïîëåé
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†
◦
Zα := †Zα∩

◦
Zα. Ýòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ ïðî-

áëåì ìîäóëåé.
Ïóñòü C† íåïðèâîäèìàÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ðîäà 1,

ïîëó÷åííàÿ ñêëåèâàíèåì òî÷åê 0,∞ ∈ C = P1, òàê ÷òî π : C → C† ÿâëÿ-
åòñÿ íîðìàëèçàöèåé. Ïóñòü c ∈ C† � îñîáàÿ òî÷êà. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé
Bun0

T (C†) T -ðàññëîåíèé ñòåïåíè 0 íà C† êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
êàðòàíîâñêèì òîðîì T . Ôèêñèðóåì T -ðàññëîåíèå FT , îòâå÷àþùèåå ðåãó-
ëÿðíîé òî÷êå t ∈ T reg. Òîãäà †

◦
Zα ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé ñëå-

äóþùèõ äàííûõ:
(a) òðèâèàëèçàöèÿ τc ñëîÿ FT â îñîáîé òî÷êå c ∈ C†;
(b) B-ñòðóêòóðà φ ñòåïåíè α â èíäóöèðîâàííîì G-ðàññëîåíèè FG =

FT
T
×G, òðàíñâåðñàëüíàÿ FB = FT

T
×B â òî÷êå c.

Ñõåìà †Zα ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé àíàëîãè÷íûõ äàííûõ ñ åäèí-
ñòâåííîé ðàçíèöåé: ìû äîïóñêàåì îáîáù¼ííûå B-ñòðóêòóðû â ïóíêòå (b),
ò.å. ïîçâîëÿåì èì èìåòü äåôåêòû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ êðèâîé C†, íî òðå-
áóåì, ÷òîáû â òî÷êå c äåôåêòà íå áûëî.

Åñëè äîïóñòèòü âàðèàöèþ ðåãóëÿðíîãî êàðòàíîâñêîãî ýëåìåíòà t, âû-
øåîïèñàííûå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé îáðàçóþò ñëîè åäèíîãî ñåìåéñòâà.
Òî÷íåå, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó ìîäóëåé:
(t) T -ðàññëîåíèå FT ñòåïåíè 0 íà C†, îòâå÷àþùåå ðåãóëÿðíîìó ýëåìåíòó
òîðà T ;
(a,b) êàê âûøå;
(c) òðèâèàëèçàöèÿ fc â òî÷êå c T -ðàññëîåíèÿ φT , èíäóöèðîâàííîãî èç B-
ðàññëîåíèÿ φ ïóíêòà (b).

Ýòà ïðîáëåìà ìîäóëåé ïðåäñòàâèìà ñõåìîé
◦
Y α ⊂ Y α (â çàâèñèìîñòè îò

òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè B-ñòðóêòóðà â (b) íàñòîÿùåé èëè îáîáù¼ííîé). Çà-
ìåòèì, ÷òî Y α ñíàáæåíà äåéñòâèåì T × T çàìåíàìè òðèâèàëèçàöèé â

(a,c). Ìû äîêàçàëè, ÷òî
◦
Y α ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì àôôèííûì ìíîãîîáðàçè-

åì, ñíàáæ¼ííûì åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé $ :
◦
Y α → †

◦
Zα, è ïîñòðîèëè

íåâûðîæäåííîå áèâåêòîðíîå ïîëå íà
◦
Y α, ïðîèñõîäÿùåå èç äèôôåðåí-

öèàëà â ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âêëþ÷àþùåé êàñàòåëüíîå è

êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ
◦
Y α (ýòà êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèì âûðîæäåíèåì êîíñòðóêöèè [25] äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ;
å¼ ðàöèîíàëüíûé àíàëîã áûë ðàçðàáîòàí â [26]). Ýòî áèâåêòîðíîå ïî-

ëå ñïóñêàåòñÿ íà †
◦
Zα îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè $ :

◦
Y α → †

◦
Zα. Ïóàññîíîâû
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ñêîáêè êîîðäèíàò â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðå †
◦
Zα

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè: {wi,r, wj,s}trig = 0, {wi,r, yj,s}trig =

ďiδijδrswj,syj,s, {yi,r, yj,s}trig = (α̌i, α̌j)
(wi,r+wj,s)yi,ryj,s

2(wi,r−wj,s)
äëÿ i 6= j, è íàêî-

íåö {yi,r, yi,s}trig = 0. Â ÷àñòíîñòè, ïðîåêöèÿ πα : †
◦
Zα → Gα

m ÿâëÿåò-
ñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé Àòèè-Õèò÷èíà (äëÿ
G = SL(2) ýòà èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà âîñõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå ê [24]).

Òåïåðü íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ r-ìàòðèöà
äëÿ g çàäà¼ò ñòðóêòóðó áèàëãåáðû Ëè íà g((z−1)), êîòîðàÿ â ñâîþ î÷å-
ðåäü çàäà¼ò ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ôëàãîâ
F`G (ôàêòîðå ãðóïïû ïåòåëü G[z±1] ïî ïîäãðóïïå Èâàõîðè). Ïðèìåðàìè
ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ ýòîé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû ñëóæàò íåêîòîðûå
ïåðåñå÷åíèÿ F`wy ïðîòèâîïîëîæíûõ îðáèò Èâàõîðè (òàêæå èçâåñòíûå ïîä
èìåíåì îòêðûòûõ ìíîãîîáðàçèé Ðè÷àðäñîíà). Çäåñü w, y ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàìè àôôèííîé ãðóïïû Âåéëÿ Wa = W n Λ. Äëÿ äîìèíàíòíûõ êî-
âåñîâ µ ≤ λ ∈ Λ è äëèííåéøåãî ýëåìåíòà w0 êîíå÷íîé ãðóïïû Âåéëÿ W ,
ïðîåêöèÿ pr : F`w0×λ

w0×µ →Wλ
µ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âëîæåíèåì, è êîìïîçè-

öèÿ sλµ ◦pr : F`w0×λ
w0×µ → Zα ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç

†
◦
Zα ⊂ Zα, ñíàáæ¼ííûé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé.

4.4.3 Êëàñòåðíûå ôàíòàçèè

Íåò íèêàêèõ ñîìíåíèé, ÷òî êîíñòðóêöèÿ Á. Ëåêëåðêà [31] äëÿ ìíîãîîá-
ðàçèé Ðè÷àðäñîíà â êîíå÷íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ôëàãîâ ðàáîòàåò òî÷íî òàê
æå è äëÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ è ñíàáæàåò F`wy êëàñòåðíîé

ñòðóêòóðîé. Ýòó ñòðóêòóðó ìîæíî ïåðåíåñòè ñ F`w0×λ
w0×µ íà

†
◦
Zα ñ ïîìîùüþ

âûøåóïîìÿíóòîãî ñèìïëåêòîìîðôèçìà. Â ñëó÷àå G = SL(2) ïîëó÷åííàÿ
êëàñòåðíàÿ ñòðóêòóðà íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ïåðèîäè÷åñêèõ ìîíîïî-
ëåé áûëà îòêðûòà â [28], ÷òî è ïîñëóæèëî îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ íàøèõ
èññëåäîâàíèé. Òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà è âåñüìà âåðîÿòíûì, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G ñóïåðïîòåíöèàë Ãàéîòòî-Óèòòåíà íà Zα (ñì.

íàïðèìåð. [23]), îãðàíè÷åííûé íà †
◦
Zα, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì

â ýòîé êëàñòåðíîé ñòðóêòóðå.
Çàìå÷àíèå. Â âûøåïðèâåä¼ííîì îáñóæäåíèè íåÿâíî ñîäåðæèòñÿ

óòâåðæäåíèå, ÷òî åñëè α äîìèíàíòåí (êàê êîâåñ ãðóïïû G), òî èìååò
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ìåñòî àôôèííîå îòêðûòîå âëîæåíèå †
◦
Zα ⊂

◦
Zα ↪→ A2|α| òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèõ çàñòàâ â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Âîò åãî ìîäóëÿðíàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ: A2|α| ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé B-ðàññëîåíèé φB íà P1,
ñíàáæ¼ííûõ òðèâèàëèçàöèåé (φB)∞

∼−→ B ñëîÿ â òî÷êå ∞ ∈ P1, òàêîé
÷òî èíäóöèðîàííîå T -ðàññëîåíèå (îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè B � T ) èìååò
ñòåïåíü α.

Âñ¼ ýòî è ìíîãîå äðóãîå çàèíòåðåñîâàâøèåñÿ ÷èòàòåëè íàéäóò â ðà-
áîòå [27].

4.5 Îáîáùåííûå ãëîáàëüíûå ìîäóëè Âåéëÿ, êîìáèíàòîðèêà
õàðàêòåðîâ è ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ

Â ðàáîòàõ 2018 ãîäà ñîòðóäíèêà Ëàáîðàòîðèè Å.Á.Ôåéãèíà èçó÷àþòñÿ
àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå, òåîðåòèêî ïðåäñòàâëåí÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå
ñâîéñòâà ïîëóáåñêîíå÷íûõ ãëîáàëüíûõ ìîäóëåé Âåéëÿ, ñâÿçàííûõ ñ ôîð-
ìàëüíûìè ìîäåëÿìè ïîëóáåñêîíå÷íûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ [49, 50], è
ñèìïëåêòè÷åñêèõ/îðòîãîíàëüíûõ àíàëîãîâ âûðîæäåííûõ ìíîãîîáðàçèé
ôëàãîâ òèïà À [32, 41].

Â ðàáîòàõ ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ [35, 36, 37, 38, 39] áûëà óñòàíîâëå-
íà òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó âûðîæäåíèÿìè Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà êëàñ-
ñè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ òèïà À è êîë÷àííûìè ãðàññìàíìàíàìè,
ñâÿçàííûìè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè îäíîíàïðàâëåííûõ êîë÷àíîâ òèïà À. Â
÷àñòíîñòè, áûëè èçó÷åíû òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé,
ïîñòðîåíû êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ, âû÷èñëåíà ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà â
òåðìèíàõ äèàãðàìì Äåëëàêà è ÷èñåë Äæåíîêêè. Åñòåñòâåííûé âîïðîñ
ñîñòîèò â îáîáùåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà äðóãèå êëàññè÷åñêèå
ãðóïïû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ è îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï. Â
ðàáîòå [33] áûëè ïîëó÷åíû ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè. Èñ-
ïîëüçóÿ êîñîñèììåòðè÷åñèå è ñèììåòðè÷åñêèå ôîðìû áûëè îïðåäåëåíû
îðòîãîíàëüíûå è ñèìïëåêòè÷åñêèå âåðñèè âûðîæäåííûõ ìíîãîîáðàçèé
ôëàãîâ òèïà À. Ïðè ýòîì êîíñòðóêöèÿ íîñèò ÿðêî âûðàæåííûé êîë-
÷àííûé õàðàêòåð. Ïîñòðîåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ýòèõ ìíîãîîáðàçèé.
Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ñèìïëåêòè÷åñêèõ äèàãðàìì Äåëëàêà èç ðàáîòû [40],
âû÷èñëåíû ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè è ïîëèíîìû Ïóàíêàðå.

Ôèëüòðàöèÿ Ïóàíêàðå-Áèðãêîôà-Âèòòà íà ëîêàëüíûõ ìîäóëÿõ Âåéëÿ
íàä àëãåáðàìè òîêîâ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè òåñíî ñâÿçàíà ñî ñïåöèàëèçàöè-
ÿìè íåñèììåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè Ìàêäîíàëüäà ([46, 47, 48]). Â ðà-
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áîòå [45] ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå [42, 43, 44], äëÿ ãëîáàëüíûõ
ìîäóëåé Âåéëÿ. Îïðåäåëåíû è èçó÷åíû îáîáùåííûå ãëîáàëüíûå ìîäóëè
Âåéëÿ � áåñêîíå÷íîìåðíûå öèêëè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäàëãåáð Èâàõ-
îðè â àôôèííûõ àëãåáðàõ Êàöà-Ìóäè. Êàê èçâåñòíî, êëàññè÷åñêèå ãëî-
áàëüíûå ìîäóëè Âåéëÿ ïîñëå ëîêàëèçàöèè â íóëå ñòàíîâÿòñÿ èçîìîðôíû
ëîêàëüíûì ìîäóëÿì Âåéëÿ. Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðû ãëîáàëüíîãî è ëî-
êàëüíîãî ìîäóëåé Âåéëÿ ðàçëè÷àþòñÿ íà ïðîñòîé ìíîæèòåëü. Ìû äîêà-
çûâàåì àíàëîãè÷íûé ôàêò äëÿ îáîáù¼ííûõ ìîäóëåé Âåéëÿ. Òàêæå ïðè-
âåäåí ãëîáàëüíûé âàðèàíò òàê íàçûâàåìîé ïðîöåäóðû ðàçáîðêè, ïîçâî-
ëÿþùåé âûðàæàòü õàðàêòåðû îáîáù¼ííûõ ãëîáàëüíûõ ìîäóëåé Âåéëÿ
÷åðåç õàðàêòåðû ìåíüøèõ ìîäóëåé. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïðåäñòàâëåí÷åñêèé àíàëîã êîìáèíàòîðíîé êîíñòðóêöèè Îððà-
Øèìîçîíî [51]. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðû îáîáù¼ííûõ ìîäóëåé
Âåéëÿ ðàâíû q-ôóíêöèÿì Óèòòýêåðà äëÿ ñîîòâåòñâóþùåé àëãåáðû Ëè.

4.6 Íåñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Ìàêäîíàëüäà è ìîäóëè
Âåéëÿ

Ñâÿçü íåñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà è ìîäóëåé Âåéëÿ
èçó÷àëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Â ðàáîòàõ [52, 53, 44] áûëî äàêàçàíî, ÷òî
ñïåöèàëèçàöèè íåñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà â t = 0 ñîâ-
ïàäàþò ñ õàðàêòåðàìè ìîäóëåé Âåéëÿ äëÿ âñåõ òèïîâ. Â ðàáîòàõ [52, 53]
ýòî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâÿçè ñ ìîäóëÿìè Äåìàçþðà. Â ðàáîòàõ
[43, 44] ýòà ñâÿçü èçó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíîé êîíñòðóêöèè
Îððà-Øèìîçîíî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà. Â ýòèõ ðàáîòàõ ñòðî-
èòñÿ áàçèñ ìîäóëåé Âåéëÿ, êîòîðûé áèåêòèâåí àëüêîâíûì ïóòÿì Îððà-
Øèìîçîíî, îòâå÷àþùèì ñïåöèàëèçàöèè íåñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
Ìàêäîíàëüäà â t = 0. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå îáîáùåíèå ìî-
äóëåé Âåéëÿ (îáîáùåííûå ìîäóëè Âåéëÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè) è ôèëü-
òðàöèÿ íà íèõ, òàêàÿ ÷òî ÷ëåíû ýòîé ôèëüòðàöèè è ïîäôàêòîðû òàêæå
ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ìîäóëÿìè Âåéëÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè.

Â ðàáîòå [54], ñîòðóäíèêàìè Ëàáîðàòîðèè ýòîò æå ïîäõîä ïðèìå-
íåí äëÿ èçó÷åíèÿ ñïåöèàëèçàöèé íåñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàê-
äîíàëüäà â t =∞. Ñ. Êàòî â ðàáîòå [49] ïîñòðîèë ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ
íà ÷àñòè÷íûõ ðåçîëüâåíòàõ Áîòòà-Ñàììåëüñîíà ïîëóáåñêîíå÷íûõ ìíî-
ãîîáðàçèé Øóáåðòà, òàêèå ÷òî õàðàêòåðû ìîäóëåé, äâîéñòâåííûõ ê èõ
ìîäóëÿì ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé, ñîâïàäàþò ñî ñïåöèàëèçàöèÿìè íåñèììåò-
ðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà â t = ∞. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ýòè
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ðàññëîåíèÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íà ñàìîì ïîëóáåñêîíå÷íîì ìíîãîîá-
ðàçèè Øóáåðòà. Ìû èçó÷àåì ìîäóëè, äâîéñòâåííûå ìîäóëÿì ãëîáàëüíèõ
ñå÷åíèé ýòèõ ðàññëîåíèé. Ìû ïèøåì îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ íà ýòè
ìîäóëè è äîêàçûâàåì, ÷òî ýòè ìîäóëè ñîâïàäàþò ñ îáîáùåííûìè ìîäóëÿ-
ìè Âåéëÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè. Ìû ñòðîèì èõ áàçèñû, áèåêòèâíûå ñëàãà-
åìûì ôîðìóëû Îððà-Øèìîçîíî äëÿ ñïåöèàëèçàöèé íåñèììåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà â t =∞. Îáîáùåííûå ìîäóëè Âåéëÿ ñ õàðàê-
òåðèñòèêàìè èìåþò ãëîáàëüíóþ âåðñèþ. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ãëîáàëüíàÿ
âåðñèÿ äàííûõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ Ext-äâîéñòâåííîé ìîäóëÿì Äåìàçþðà
â òèïàõ A,D,E6, E7. Íà óðîâíå õàðàêòåðîâ ýòà äâîéñòâåííîñòü ñëåäó-
åò èç îðòîãîíàëüíîñòè íåñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà â
ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè ×åðåäíèêà.

4.7 Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà-Îêóíüêîâà ìíîãîîáðàçèé ôëà-
ãîâ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï

Ñîòðóäíèêàìè Ëàáîðàòîðèè ïîäãîòîâëåí ïðåïðèíò [60], â êîòîðîì åäè-
íûì îáðàçîì ïîñòðîåíî íîðìèðîâàíèå íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëíûõ ôëàãîâ
äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï SLn(C), SOn(C) è Sp2n(C). Â òèïå A è C âû-
÷èñëåíû ìíîãîãðàíííèêè Íüþòîíà-Îêóíüêîâà îòíîñèòåëüíî ýòîãî íîð-
ìèðîâàíèÿ, ïðè÷¼ì ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ìíîãîãðàííèêàìè Âèíáåðãà�
Ëèòòåëüìàííà�Ôåéãèíà�Ôóðüå (ÂËÔÔ). Ýòî äàåò íàäåæäó, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìíîãîãðàííèêè â òèïàõ B è D ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
ïàðàìåòðèçàöèè ÏÁÂ-áàçèñîâ â ýòèõ òèïàõ (ïîêà ïðèìåðû ÏÁÂ-áàçèñîâ
ïîñòðîåíû òîëüêî äëÿ ñëó÷àåâ B3 [BK] è D4 [G]).

Çàôèêñèðóåì ïîëíûé ôëàã ïîäïðîñòðàíñòâ F • := (F 1 ⊂ F 2 ⊂
. . . ⊂ F n−1 ⊂ Cn) (èíûìè ñëîâàìè, çàôèêñèðóåì áîðåëåâñêóþ ïîäãðóïïó
B ⊂ GLn(C)), à òàêæå áàçèñ e1,. . . , en â Cn, ñîâìåñòèìûé ñ F • (èëè ìàê-
ñèìàëüíûé òîð â B), òî åñòü, F i = 〈e1, . . . , ei〉. Íàïîìíèì, ÷òî îòêðûòàÿ
êëåòêà Øóáåðòà C (îòíîñèòåëüíî F •) â ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ ôëàãîâ
G/B, ãäå G = SLn(C), îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ôëàãîâ M•, êî-
òîðûå íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ñî ñòàíäàðòíûì ôëàãîì F •, òî åñòü,
âñå ïåðåñå÷åíèÿ M i ∩ F j òðàíñâåðñàëüíû. Åñëè G = Spn(C) � ñèìïëåê-
òè÷åñêàÿ ãðóïïà (äëÿ ÷¼òíîãî n) èëè îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SOn(C), òî
îòêðûòóþ êëåòêó â G/B ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ
òîëüêî èçîòðîïíûå èëè îðòîãîíàëüíûå ôëàãè, ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ G/B. Äëÿ G =
SLn(C) ìîæíî îòîæäåñòâèòü îòêðûòóþ êëåòêó Øóáåðòà C ñ àôôèííûì
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ïðîñòðàíñòâîì Cd, âûáðàâ äëÿ êàæäîãî ôëàãà M• áàçèñ v1,. . . , vn â Cn

âèäà:
v1 = en + xn−1

1 en−1 + . . .+ x1
1e1,

v2 = en−1 + xn−2
2 en−2 + . . .+ x1

2e1, . . . , vn−1 = e2 + x1
n−1e1, vn = en,

òàê ÷òîáû M i = 〈v1, . . . , vi〉. Òàêîé áàçèñ åäèíñòâåíåí, ïîýòîìó êîýôôè-
öèåíòû (xij)i+j<n ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íà îòêðûòîé êëåòêå C. Èíûìè
ñëîâàìè, êàæäûé ôëàã M• ∈ C îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òðåóãîëüíîé ìàòðè-
öåé: 

x1
1 x1

2 . . . x1
n−1 1

x2
1 x2

2 . . . 1 0
...

... 0
xn−1

1 1 . . . 0 0
1 0 0 0

 (∗),

à ìû óïîðÿäî÷èâàåì êîýôôèöèåíòû (xij)i+j<n ýòîé ìàòðèöû, íà÷èíàÿ
ñ (n − 1)-ãî ñòîëáöà, äâèãàÿñü ñâåðõó âíèç â êàæäîì ñòîëáöå è ñïðàâî
íàëåâî ïî ñòîëáöàì. Íàïðèìåð, ïðè n = 4 ïîëó÷àåì óïîðÿäî÷èâàíèå:

y4 y2 y1 1
y5 y3 1 0
y6 1 0 0
1 0 0 0

 .

Äëÿ òèïîâ Br, Cr è Dr ìîæíî ïîñòðîèòü êîðäèíàòû àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì, âûáèðàÿ òàáëèöû â ìàòðèöå (∗) (äëÿ n = 2r+1, n = 2r, n = 2(r+
1), ñîîòâåòñòâåííî) òîé æå ôîðìû, ÷òî è òàáëèöû Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â
ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïàõ (ñì. äåòàëè â [60, Section 3]):

An , Br/Cr , Dr

Çàôèêñèðóåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìîíîìàõ â êîîðäèíà-
òàõ y1, . . . , yd îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷èâàíèÿ y1 � y2 � . . . � yn. Ïóñòü
v îáîçíà÷àåò íîðìèðîâàíèå ìëàäøèì ìîíîìîì íà C(G/B), ñâÿçàííîå ñ
ýòèìè êîîðäèíàòàìè è ïîðÿäêîì. Ïóñòü λ := (λ1, . . . , λn) ∈ Zn � íåâîç-
ðàñòàþùèé íàáîð öåëûõ ÷èñåë. Òîãäà λ çàäà¼ò äîìèíàíòíûé âåñ ãðóïïû
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G è ëèíåéíîå ðàññëîåíèå Lλ íà G/B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆v(G/B,Lλ) ⊂ Rd

âûïóêëîå òåëî Íüþòîíà-Îêóíüêîâà, ñîîòâåòñòâóþùåå G/B, Lλ è v. Â òè-
ïàõ A è C âûïóêëîå òåëî ∆v(G/B,Lλ) îêàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì è
ÿâíî îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè:

Òåîðåìà 4.1. [58, Theorem 2.1] Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà�Îêóíüêîâà
∆v(SLn/B, Lλ) ñîâïàäàåò ñ ÂËÔÔ-ìíîãîãðàííèêîì FFLV (λ) â òèïå A.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå FFLV (λ). Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû â Rd, ñîîò-
âåòñòâóþùèå (y1, . . . , yd) ÷åðåç (u1

n−1;u1
n−2, u

2
n−2; . . . ;u1

1, u
2
1, . . . , u

n−1
1 ). Îð-

ãàíèçóåì êîîðäèíàòû â òàáëèöó:

u1
1 u1

2 . . . u1
n−1 λ1

u2
1 u2

2 . . . λ2
...

...
un−1

1 λn−1

λn

(FFLV )

Ìíîãîãðàííèê FFLV (λ) â òèïå A îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè ulm ≥ 0 è∑
(l,m)∈D

ulm ≤ λi − λj

äëÿ âñåõ ïóòåé Äèêà D èç λi â λj â òàáëèöå (FFLV ), ãäå 1 ≤ i < j ≤ n.
Ïóò¼ì Äèêà ìû íàçûâàåì ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç îòðåçêîâ, êîòîðûå ñî-
åäèíÿþò ëèáî uij c u

i+1
j , ëèáî uij ñ u

i
j+1. Â òèïå C îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî,

íî ïóòè Äèêà â òàáëèöå FFLV (λ) äîëæíû ëåæàòü íå íèæå äèàãîíàëè è
ìîãóò çàêàí÷èâàòüñÿ íà äèàãîíàëè. Åñëè ïóòü Äèêà íà÷èíàåòñÿ â λi, à
çàêàí÷èâàåòñÿ â ujj, òî îí îïðåäåëÿåò íåðàâåíñòâî∑

(l,m)∈D

ulm ≤ λi.

Ïðèìåð 4.2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè

λ = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−s

),

òî íîðìèðîâàíèå v, ïðèìåí¼ííîå ê H0(SLn/B, Lλ), â òî÷íîñòè äàñò âñå
öåëûå òî÷êè â FFLV (λ). Äåéñòâèòåëüíî, â êîîðäèíàòàõ (y1, . . . , yd)
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ìîæíî îòîæäåñòâèòü H0(SLn/B, Lλ) ñ ïðîñòðàíñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ
îò y1, . . . , yd, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âñåõ âîç-
ìîæíûõ ìèíîðîâ ëåâîé óãëîâîé s × (n − s) ïîäìàòðèöû ìàòðèöû (∗)
(ìû ñ÷èòàåì, ÷òî 1 òîæå âõîäèò â ýòî ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóÿ
ïóñòîìó ìèíîðó). Íîðìèðîâàíèå âûáèðàåò â êàæäîì ìèíîðå ìîíîì,
ïîëó÷åííûé ïåðåìíîæåíèåì êîýôôèöèåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìè-
íîðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäàÿ òàêàÿ ãëàâíàÿ äèàãîíàëü ñîîòâåò-
ñòâóåò íàáîðó êîîðäèíàò â òàáëèöå (FFLV ), íèêàêèå äâå èç êîòî-
ðûõ íå ëåæàò íè íà îäíîì ïóòè Äèêà, à ñëåäîâàòåëüíî ìîãóò áûòü
âñå îäíîâðåìåííî ðàâíû åäèíèöå áåç íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâ, çàäàþùèõ
FFLV (λ).

Íàïðèìåð, ïðè n = 4 è s = 2 ïîëó÷àåòñÿ 6-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

〈1, y2, y3, y4, y5, y3y4 − y2y5〉.

Íîðìèðîâàíèå v ïåðåâîäèò ýòî ïðîñòðàíñòâî â íàáîð öåëûõ òî÷åê
(0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0),
(0, 0, 1, 1, 0, 0) ìíîãîãðàííèêà FFLV (λ).

Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî äîâåñòè äî ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
â òèïå A (ñì. [58, Example 2.9, Remark 2.10]). Áîëåå òîãî, åãî ìîäèôèêà-
öèÿ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ G = Sp2n(C):

Òåîðåìà 4.3. [60, Theorem 3.3] Âûïóêëîå òåëî Íüþòîíà�Îêóíüêîâà
∆v(Sp2n(C)/B, Lλ) ñîâïàäàåò ñ ÔÔËÂ ìíîãîãðàííèêîì FFLV (λ) â òè-
ïå C.

4.7.1 Èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà íà ìíîãîãðàííèêàõ Íüþòîíà�
Îêóíüêîâà

Ñîòðóäíèêàìè Ëàáîðàòîðèè òàêæå ïîäãîòîâëåí ïðåïðèíò [61], â êî-
òîðîì ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ âûïóêëî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé èñ÷èñëåíèÿ Øóáåðòà íà ìíîãîîáðàçèè ïîëíûõ ôëàãîâ ñ ïîìî-
ùüþ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîãîãðàííèêà Íüþòîíà-Îêóíüêîâà. Ïðèâîäèò-
ñÿ âûïóêëî-ãåîìåòðè÷åñèêèé àëãîðèòì (êîìáèíàòîðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ìèòîçà [57]) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëîâ Øóáåðòà ãðàíÿìè
ìíîãîãðàííèêà, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîìó ïåðåñå÷åíèþ ãðàíåé (êîãäà ïîñëåäíèå òðàíñâåðñàëüíû).

62



Òàêæå ïðèâîäèòñÿ îáçîð êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé ýòîé êîíñòðóêöèè â òè-
ïàõ A, B è C ñ ïîìîùüþ ìíîãîãðàííèêîâ Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà è ìíîãî-
ãðàííèêîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ âûïóêëî-ãåîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ
Äåìàçþðà èç [56] (â íåäàâíåì ïðåïðèíòå [Fu18] äîêàçàíî, ÷òî ýòè ìíî-
ãîãðàííèêè ñîâïàäàþò ñ ïîëèýäðàëüíûìè ðåàëèçàöèÿìè Íàêàäæèìû-
Çåëåâèíñêîãî êðèñòàëëüíûõ áàçèñîâ).

4.7.2 Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà�Îêóíüêîâà ìíîãîîáðàçèé
Áîòòà�Ñàìåëüñîíà â òèïå A

Òàêæå ïîäãîòîâëåí ïðåïðèíò [59], â êîòîðîì ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ âû-
ïóêëûå òåëà Íüþòîíà�Îêóíüêîâà ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà ðàçðåøåíèè
Áîòòà-Ñàìåëüñîíà ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ äëÿ SLn â ñëó÷àå ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî íîðìèðîâàíèÿ, ïðèõîäÿùåãî èç ôëàãà ñäâèíóòûõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèé Øóáåðòà.

Ðàçðåøåíèå Áîòòà-Ñàìåëüñîíà Xw0 ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ

w0 = (s1)(s2s1)(s3s2s1)(. . .)(sn−1 . . . s1)

ñàìîãî äëèííîãî ýëåìåíòà w0 â ãðóïïå Âåéëÿ. Çäåñü si := (i i + 1) îáî-
çíà÷àåò i-òóþ ýëåìåíòàðíóþ òðàíñïîçèöèþ (ïðîñòîå îòðàæåíèå â ñëó÷àå
ãðóïïû Âåéëÿ Sn). Ìíîãîîáðàçèÿ Øóáåðòà ñîîòâåòñòâóþò òåðìèíàëü-
íûì ïîäñëîâàì â ðàçëîæåíèè w0. Íèæå wk äëÿ l = 1,. . . , d îáîçíà÷àåò
ïîäñëîâî w0, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ âû÷¼ðêèâàíèåì l ïðîñòûõ îòðàæåíèé
â w0, à wl îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò â Sn. Ðàññìîòðèì ôëàã
ñäâèíóòûõ ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà:

w0Xid ⊂ w0w
−1
d−1Xwd−1

⊂ w0w
−1
d−2Xwd−2

⊂ . . . ⊂ w0w
−1
1 Xw1 , (∗∗)

ãäå ìíîãîîáðàçèÿ Øóáåðòà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôëàãó F •, òî åñòü, Xw =
BwB/B. Ñêàæåì, ÷òî êîîðäèíàòû y1, . . . , yd íà C ñîâìåñòèìû ñ (∗∗),
åñëè w0w

−1
l Xwk

∩ C = {y1 = . . . = yl = 0}. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîîð-
äèíàòû, çàäàííûå ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû (∗) ñîâìåñòèìû ñ ôëàãîì (∗∗).
Â [58, Section 2.2] ïðèâîäèòñÿ äðóãîé ïðèìåð êîîðäèíàò, ñîâìåñòèìûõ ñ
(∗), áîëåå åñòåñòâåííûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé Áîòòà�
Ñàìåëüñîíà. Èõ ìîæíî âûðàçèòü êàê ìèíîðû ìàòðèöû (∗∗), ñîîòâåòñòâó-
þùèå íàáîðàì èç ñòîëáöîâ i, i+1,. . . j è ñòðîê n−j, n−j+1, n−i äëÿ âñåõ
ïàð (i, j), òàêèõ ÷òî 1 ≤ i < j ≤ n. Êàê è ðàíüøå èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû
y1,. . . , yd, ìû îïðåäåëÿåì íîðìèðîâàíèå v íà C(Xw0) = C(SLn/B).
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Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà-Îêóíüêîâà äëÿ ãëî-
áàëüíî ïîðîæä¼ííûõ ðàññëîåíèéí íà Xw0 óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó àääè-
òèâíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îíè ñîâïàäàþò ñ ñóììàìè ïî Ìèíêîâñêîìó ìíî-
ãîãðàííèêîâ Íüþòîíà�Îêóíüêîâà ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà ìíîãîîáðàçè-
ÿõ ïîëíûõ ôëàãîâ äëÿ SL2,. . . , SLn (êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ïîñëåäåíèå
ñîâïàäàþò ñ ÔÔËÂ ìîãîãðàííèêàìè). Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå èçâåñòíûå âû-
÷èñëåíèÿ äëÿ äðóãèõ íîðìèðîâàíèé â ðàáîòàõ Ôóäæèòû è Õàðàäû-ßíã
ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè íå óäîâëåòâîðÿþò.

4.8 Êîìïëåêñû rc-ãðàôîâ è ñëàéä-ìíîãî÷ëåíû

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà � ýòî ñåìåéñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ
Sw ∈ Z[x1, x2, . . . ] îò ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ãäå w ∈ S∞ � ìíî-
æåñòâî ôèíèòíûõ ïåðåñòàíîâîê, îïðåäåëÿþùååñÿ ñâîéñòâîì

∂iSw =

{
Swsi , `(wsi) < `(w),

0, `(wsi) > `(w),

ãäå `(w) � äëèíà ïåðåñòàíîâêè w, à ∂if = f−sif
xi−xi+1

� ýòî i-é îïåðàòîð
ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè.

Ýòè ìíîãî÷ëåíû áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòàõ È.Í.Áåðíøòåéíà,
È.Ì.Ãåëüôàíäà è Ñ.È.Ãåëüôàíäà [63] è À.Ëàñêó è Ì.-
Ï.Øþòöåíáåðæå [67] íà ðóáåæå 1970-õ è 80-õ ãã. è ñ òåõ ïîð ÿâëÿþòñÿ
îáúåêòàìè ïîñòîÿííîãî èíòåðåñà êàê ãåîìåòðîâ, òàê è ñïåöèàëèñòîâ
ïî àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêå. Èõ âàæíîñòü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî
îíè ïðåäñòàâëÿþò êëàññû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà
[Xw] ∈ H∗(GL(n)/B) â êîëüöå êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ
ôëàãîâ â Cn ïðè ýïèìîðôèçìå Áîðåëÿ R→ H∗(GL(n)/B).

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà îáëàäàþò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè êîìáè-
íàòîðíûìè ñâîéñòâàìè. Òàê, íàïðèìåð, îíè îáðàçóþò áàçèñ êîëüöà
Z[x1, x2, . . . ]. Òàê, íàïðèìåð, èõ êîýôôèöèåíòû íåîòðèöàòåëüíû, è èì
ìîæíî ïðèäàòü êîìáèíàòîðíûé ñìûñë: îíè íóìåðóþòñÿ òàê íàçûâàåìû-
ìè rc-ãðàôàìè, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ
òàáëèö Þíãà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóðà (ñì., íàïðèìåð, [64]). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ïîëî-
æèòåëüíîñòè ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò cuwv (¾êîýôôèöèåíòîâ Ëèòòëâóäà�
Ðè÷àðäñîíà¿) äëÿ óìíîæåíèÿ â ýòîì áàçèñå; ïðè ýòîì ãåîìåòðè÷åñêîå
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äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû Êëåéìàíà î òðàíñ-
âåðñàëüíîñòè ([68]).

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ À.Êíóòñîíà è Ý.Ìèëëåðà [66, 65], rc-
ãðàôû äëÿ ïåðåñòàíîâêè w ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåïðèâîäèìûìè êîì-
ïîíåíòàìè â íåêîòîðîì òîðè÷åñêîì âûðîæäåíèè ìàòðè÷íîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ Øóáåðòà Xw ⊂ Mat(n). Â òåõ æå ðàáîòàõ áûë îïðåäåëåí ñèìïëè-
öèàëüíûé êîìïëåêñ RC-ãðàôîâ C(w), ãèïåðãðàíè êîòîðîãî íóìåðóþòñÿ
ìîíîìàìè ìíîãî÷ëåíà Sw, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ
äèñêîì èëè ñôåðîé. Èç ýòîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò ðÿä
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîâ, â ÷àñòíîñòè, íîðìàëüíîñòü è êîýí-ìàêîëååâîñòü
ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà.

Íåäàâíî Ñ.Àññàô è Ä.Ñèðëç [62] îïðåäåëèëè íîâîå ñåìåéñòâî ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñ ïîõîæèìè íà ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà ñâîéñòâàìè � ñëàéä-
ìíîãî÷ëåíû Sw,I , êîòîðûå òàêæå îáðàçóþò áàçèñ â êîëüöå Z[x1, x2, . . . ].
Ìíîãî÷ëåíûØóáåðòà ïîëó÷àþòñÿ êàê èõ ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè; áîëåå òîãî, ïîëîæèòåëüíîñòü ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò äëÿ ïðîèç-
âåäåíèÿ ñëàéä-ìíîãî÷ëåíîâ òàêæå óäàåòñÿ äîêàçàòü. Åñòü íàäåæäà, ÷òî
ñ ïîìîùüþ ýòîãî áàçèñà ïîëó÷èòñÿ íàéòè êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå êî-
ýôôèöèåíòîâ Ëèòòëâóäà�Ðè÷àðäñîíà. Êðîìå òîãî, àíàëîãè ýòèõ ðåçóëü-
òàòîâ áûëè ïîëó÷åíû è äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ãðîòåíäèêà,
îòâå÷àþùèõ ñòðóêòóðíûì ïó÷êàì ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà [OXw ] â K-
ãðóïïå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ; ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãî÷ëåíû, îïèñàííûå
â ðàáîòå [69], íàçûâàþòñÿ ãëàéä-ìíîãî÷ëåíàìè Gw,I .

Ñîòðóäíèêîì Ëàáîðàòîðèè Å.Þ.Ñìèðíîâûì â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ
À.À.Òóòóáàëèíîé áûëè îïðåäåëåíû ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû C(w, I)
äëÿ ñëàéä- è ãëàéä-ìíîãî÷ëåíîâ, íàçâàííûå ñëàéä-êîìïëåêñàìè. Îíè îá-
ðàçóþò ïîäðàçáèåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãî÷ëåíà Cw, ïðè÷åì èõ ãè-
ïåðãðàíè îòâå÷àþò ìîíîìàì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàéä-ìíîãî÷ëåíà Sw,I ,
à ãðàíè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè � ìîíîìàì ãëàéä-ìíîãî÷ëåíà Gw,I .
Êðîìå òîãî, äîêàçàí àíàëîã ðåçóëüòàòà Êíóòñîíà è Ìèëëåðà î êîìïëåê-
ñàõ rc-ãðàôîâ:

Òåîðåìà. Ñëàéä-êîìïëåêñû C(w, I) ÿâëÿþòñÿ øåëëèíãîâûìè ñèìïëèöè-
àëüíûìè êîìïëåêñàìè, ãîìåîìîðôíûìè äèñêàì.

Äàííûå ðåçóëüòàòû â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãîòîâÿòñÿ ê ïóáëèêàöèè.
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5 Êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

5.1 Ñóùåñòâîâàíèå ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà íà ìíîãîîá-
ðàçèÿõ Ôàíî

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà íà ìíîãîîáðàçèÿõ
Ôàíî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ è âàæíûõ âîïðîñîâ, ëå-
æàùèõ íà ñòûêå äèôôåðåíöèàëüíîé è áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè. Â òî
âðåìÿ êàê ìíîãîîáðàçèÿ ñ îáèëüíûì èëè íóëåâûì êîíè÷åñêèì êëàññîì
âñåãäà äîïóñêàþò ìåòðèêó Êýëåðà�Ýéíøòåéíà, â êëàññå ìíîãîîáðàçèé
Ôàíî èçâåñòíû êàê ïðèìåðû ñ ìåòðèêîé Êýëåðà�Ýéíøòåéíà, òàê è ÿâ-
íûå ïðåïÿòñòâèÿ ê åå ñóùåñòâîâàíèþ. Ïðè ýòîì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
òàêèõ ìåòðèê íà ïîâåðõíîñòÿõ äåëü Ïåööî äàâíî è ïîëíîñòüþ èçó÷åí, òàê
÷òî íàèáîëüøåå âíèìàíèå ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèâëåêàþò òðåõìåðíûå
ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî.

ßâíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãëàäêèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî áû-
ëà ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ Â.À.Èñêîâñêèõ [Isk77, Isk78]. Íàèáîëåå òðóäíàÿ
÷àñòü ýòîé êëàññèôèêàöèè îòíîñèòñÿ ê ìíîãîîáðàçèÿì, ðàíã ãðóïïû Ïè-
êàðà êîòîðûõ ðàâåí 1; áîëüøèíñòâî îñòàëüíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðà-
çèé Ôàíî êîíñòðóèðóþòñÿ èñõîäÿ èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé. Èíòåðåñíî, ÷òî
äàæå â ýòîì áîëåå óçêîì êëàññå ìíîãîîáðàçèé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âîïðîñ
î ñóùåñòâîâàíèè ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà íå ðåøåí. Â îñíîâíîì ýòî
îòíîñèòñÿ ê ìíîãîîáðàçèÿì èíäåêñà 1 è áîëüøîé àíòèêàíîíè÷åñêîé ñòå-
ïåíè (äëÿ ìàëûõ ñòåïåíåé êàê ïðàâèëî èìåþòñÿ ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé
ñ ìåòðèêîé Êýëåðà�Ýéíøòåéíà).

Íàèáîëüøóþ àíòèêàíîíè÷åñêóþ ñòåïåíü ñðåäè ãëàäêèõ òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé Ôàíî èíäåêñà 1 ñ ðàíãîì ãðóïïû Ïèêàðà 1 èìåþò ìíî-
ãîîáðàçèÿ òèïà V22. Îíè îáðàçóþò 6-ìåðíîå ñåìåéñòâî, è èõ àíòèêàíî-
íè÷åñêàÿ ñòåïåíü ðàâíà 22. Ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì ýòî ñåìåéñòâî
äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíî, è ìíîãèå ìíîãîîáðàçèÿ èç íåãî îáëàäàþò
èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñåìåéñòâå ñîäåðæèòñÿ îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìíîãîîáðàçèé, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êî-
òîðîãî ñîäåðæèò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ; îäíèì èç ýòèõ ìíî-
ãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå Ìóêàÿ�Óìåìóðû [MU83] ñ ãðóïïîé àâ-
òîìîðôèçìîâ, èçîìîðôíîé PGL2. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Þ.Ã.Ïðîõîðîâà
[Pro90], çà èñêëþ÷åíèåì ýòèõ ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå åùå ðîâíî îäíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, ÷üÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñâÿçíîé
êîìïîíåíòû åäèíèöû àääèòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ, âñå îñòàëüíûå ìíîãî-
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îáðàçèÿ òèïà V22 èìåþò êîíå÷íûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Èíòåðåñíî,
÷òî, êàê áûëî äîêàçàíî íåäàâíî À.Ã.Êóçíåöîâûì, Þ.Ã.Ïðîõîðîâûì è
Ê.À.Øðàìîâûì [KPS18], îñòàëüíûå ãëàäêèå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ
Ôàíî èíäåêñà 1 ñ ðàíãîì ãðóïïû Ïèêàðà 1 âñåãäà èìåþò êîíå÷íûå ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà íà ìíîãîîáðà-
çèÿõ Ôàíî òèïà V22 èçó÷àëñÿ äîñòàòî÷íî äàâíî. Òàê, íà ïðèìåðå ìíî-
ãîîáðàçèÿ Ìóêàÿ�Óìåìóðû Ñ.Äîíàëüäñîí ïðîäåìîíñòðèðîâàë ýôôåê-
òèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýêâèâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ðåäóêòèâíîé ãðóï-
ïû àëüôà-èíâàðèàíòîâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ìåòðèê.
Êðîìå ýòîãî, Äîíàëüäñîí äîêàçàë, ÷òî ñðåäè ìíîãîîáðàçèé òèïà V22 èìå-
åòñÿ (áåñêîíå÷íîå) ïîäñåìåéñòâî ìíîãîîáðàçèé, íå äîïóñêàþùèõ ìåòðèê
Êýëåðà�Ýéíøòåéíà; îäíèì èç òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèå, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîòîðîãî ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñâÿçíîé êîì-
ïîíåíòû åäèíèöû àääèòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î
ñóùåñòâîâàíèè ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà íà ìíîãîîáðàçèÿõ òèïà V22

âåñüìà íåòðèâèàëåí: â ýòîì ñåìåéñòâå åñòü êàê ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìåòðèêà-
ìè Êýëåðà�Ýéíøòåéíà, òàê è ìíîãîîáðàçèÿ áåç íèõ.

Äîíàëüäñîí ïîñòàâèë âîïðîñ î òîì, èìåþòñÿ ëè ìåòðèêè Êýëåðà�
Ýéíøòåéíà íà ìíîãîîáðàçèÿõ òèïà V22 ñ äåéñòâèåì ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû ïîëÿ. Èç îáùèõ åãî ðåçóëüòàòîâ ñëåäîâàëî, ÷òî äëÿ îòêðûòîãî
ïîäìíîæåñòâà â ñåìåéñòâå ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ìåòðèêà Êýëåðà�Ýéíøòåéíà
ñóùåñòâóåò, íî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà íå ïîçâîëÿëî ñêàçàòü íè÷åãî
êîíêðåòíîãî î ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäìíîæåñòâå.

Çà îò÷åòíûé ïåðèîä ñîòðóäíèêè Ëàáîðàòîðèè È.À.×åëüöîâ è Ê.À.Øðàìîâ
[CS18] äàëè ïðàêòè÷åñêè ïîëíûé îòâåò íà âîïðîñ Äîíàëüäñîíà. À èìåí-
íî, îíè äîêàçàëè, ÷òî íà âñåõ ìíîãîîáðàçèÿõ òèïà V22 èç ñåìåéñòâà V ?

22 ñ
äåéñòâèåì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ åñòü ìåòðèêà Êýëåðà�Ýéíøòåéíà,
çà âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì äâóõ êîíêðåòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ýòîãî áûëè âû÷èñëåíû àëüôà-èíâàðèàíòû âñåõ ìíîãîîá-
ðàçèé èç V ?

22 îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G, ÿâëÿþùåéñÿ ïîëóïðÿìûì ïðî-
èçâåäåíèåì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ íà ãðóïïó èç äâóõ ýëå-
ìåíòîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå äâóõ, ñîîòâåòñòâóþùèå
àëüôà-èíâàðèàíòû ðàâíû 4/5; äðóãèìè ñëîâàìè, îíè äîñòàòî÷íî âåëèêè,
÷òîáû ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü êðèòåðèé Òèàíà ñóùåñòâîâàíèÿ ìåòðèêè
Êýëåðà�Ýéíøòåéíà. Â îñòàëüíûõ äâóõ ñëó÷àÿõ àëüôà-èíâàðèàíòû ðàâ-
íû 3/4 è 2/3, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îïðåäåëåííûõ
âûâîäîâ î ìåòðèêàõ Êýëåðà�Ýéíøòåéíà. Òàêèì îáðàçîì, èìè áûëà äî-
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êàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü Vu � ìíîãîîáðàçèå èç ñåìåéñòâà V ?
22. Òîãäà

αG(Vu) =



4

5
ïðè u 6= 3

4
è u 6= 2,

3

4
ïðè u =

3

4
,

2

3
ïðè u = 2.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè u 6= 3
4
è u 6= 2 ìíîãîîáðàçèå Vu äîïóñêàåò ìåòðèêó

Êýëåðà�Ýéíøòåéíà.

Ïîäõîä ×åëüöîâà è Øðàìîâà îñíîâàí íà ÿâíîé êîíñòðóêöèè ìíîãîîá-
ðàçèé èç ñåìåéñòâà V ?

22, ïîëó÷åííîé ìåíåå ãîäà íàçàä â ðàáîòå À.Ã.Êóçíåöîâà
è Þ.Ã.Ïðîõîðîâà [KP18]. Êóçíåöîâ è Ïðîõîðîâ ïîëó÷èëè ìíîãîîáðàçèÿ
èç V ?

22 êàê ðåçóëüòàòû áèðàöèîíàëüíûõ ïåðåñòðîåê (òàê íàçûâàåìûõ ëèí-
êîâ Ñàðêèñîâà), íà÷èíàþùèõñÿ ñ ðàçäóòèÿ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ñòåïå-
íè 6 íà ãëàäêîé òðåõìåðíîé êâàäðèêå. Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ èõ êîí-
ñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåñòðîéêà îêàçûâàåòñÿ G-
ýêâèâàðèàíòíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãåîìåòðèÿ òðåõìåðíîé êâàäðèêè íà-
ìíîãî ïðîùå è íàìíîãî ëó÷øå ïîääàåòñÿ ÿâíîìó àíàëèçó, ÷åì ãåîìåòðèÿ
ìíîãîîáðàçèé òèïà V22. Ýòî ïîçâîëèëî ×åëüöîâó è Øðàìîâó ïîëíîñòüþ
îïèñàòü G-îðáèòû è G-èíâàðèàíòíûå êðèâûå ìàëûõ ñòåïåíåé íà ìíîãî-
îáðàçèÿõ èç ñåìåéñòâà V ?

22. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî äàëî âîçìîæíîñòü êëàññè-
ôèöèðîâàòü îñîáåííîñòè G-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ è G-èíâàðèàíòíûõ
ïîäâèæíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ìàëîé ñòåïåíè.
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5.2 Cóùåñòâîâàíèå ìåòðèê Êýëåðà-Ýéíøòåéíà íà îñîáûõ ëîãïî-
âåðõíîñòÿõ äåëü Ïåööî

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [CRZ18] ×åëüöîâà, Ðóáèíøòåéíà è Æàíãà áûëî äî-
êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îñîáûõ ìåòðèê Êýëåðà-Ýéíøòåéíà íà îïðåäåëåí-
íîì êëàññå ëîã ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî. Â ÷àñòíîñòè, áûëà ïðàêòè÷å-
ñêè ïîëíîñòüþ äîêàçàíà ãèïîòåçà ×åëüöîâà�Ðóáèíøòåéíà, ïîñòàâëåííàÿ
èìè íåñêîëüêî ëåò íàçàä â ñòàòüå [CR15].

Íàïîìíèì, ÷òî ïàðà (X,D), ñîñòîÿùàÿ èç ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X
è ãëàäêîãî íåïðèâîäèìîãî äèâèçîðà D íà íåì, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêèì ëîã-ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî åñëè äèâèçîð

−(KX + (1− β)D)

îáèëåí äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ β ∈ (0, 1]. Ýòîò êëàññ ìíîãîîáðà-
çèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî (ïðè D = 0), à òàêæå
êëàññ ãëàäêèõ ëîã-ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, èçó÷àâøèõñÿ Ìàåäîé. Èç òåîðå-
ìû Êàâàìàòû-Øîêóðîâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ëîã-ìíîãîîáðàçèÿ
Ôàíî (X,D), ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |n(KX +D)| ñâîáîäíà îò áàçèñíûõ òî÷åê
ïðè n� 0 è çàäàåò ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì

η : X → Z,
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ñëîÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëîã-ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî. Çàìåòèì, ÷òî ìîð-
ôèçì η áèðàöèîíàëåí åñëè è òîëüêî åñëè (KX +D)n = 0.

Ãèïîòåçà (×åëüöîâ, Ðóáèíøòåéí). Ïóñòü (X,D) � àñèìïòîòè÷åñêîå
ëîã-ìíîãîîáðàçèå Ôàíî. Òîãäà íà ìíîãîîáðàçèè X ñóùåñòâóåò ìåòðèêà
Êýëåðà�Ýéíøòåéíà, èìåþùàÿ êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè âäîëü D ñ óãëîì
2πβ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ β > 0, â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå
êîãäà ìîðôèçì η íå áèðàöèîíàëåí.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ñóùåñòâóåò îñîáîé ìåòðèêà Êýëåðà�Ýéíøòåéíà
â ýòîé ãèïîòåçå áûëî ïîêàçàíî ×åëüöîâûì è Ðóáèíøòåéíîì [CR15] (â
ðàçìåðíîñòè äâà) è Ôóäæèòîé (âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ). ×åëüöîâ, Ðóáèí-
øòåéí è Æàíã äîêàçàëè äîñòàòî÷íîñòü ýòîãî óñëîâèÿ â ðàçìåðíîñòè äâà
äëÿ ïî÷òè âñåõ ñåìåéñòâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ëîã-ìíîãîîáðàçèé Ôàíî, êîòî-
ðûé ïðèíÿòî íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêèìè ëîã-ïîâåðõíîñòÿìè äåëü Ïåö-
öî. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íåáèðàöèîíàëüíîãî ìîðôèçìà η èìåþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå âîçìîæíîñòè:

1. X � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî, à D � ãëàäêàÿ ýëëèïòè÷å-
ñêàÿ êðèâàÿ â àíòèêàíîíè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìå | −KX |;

2. X ∼= F1, à D � ãëàäêàÿ êðèâàÿ â ëèíåéíîé ñèñòåìå |2(Z + F )|,
ãäå F � ñëîé åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè X → P1, à Z � ñå÷åíèå ýòîé
ïðîåêöèè ñ Z2 = −1;

3. X ∼= P1 × P1, à D � ãëàäêàÿ êðèâàÿ áèñòåïåíè (2, 1);

4. X � ðàçäóòèå P1 × P1 â m > 1 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, êîòîðûå ñîäåð-
æàòüñÿ â ãëàäêîé êðèâîé áèñòåïåíè (2, 1), òàêèå ÷òî íèêàêèå äâå èç
íèõ íå ñîäåðæàòüñÿ â êðèâîé áèñòåïåíè (0, 1), à êðèâàÿ D ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûõ ïðîîáðàçîì ýòîé êðèâîé áèñòåïåíè (2, 1).

Ñîãëàñíî ãèïîòåçå ×åëüöîâà�Ðóáèíøòåéíà, âñå òàêèå ïàðû îáëàäàþò
ìåòðèêàìè Êýëåðà�Ýéíøòåéíà ñ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè âäîëü êðè-
âîé D ñ óãëîì 2πβ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ β > 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ýòî áûëî äîêàçàíî Áåðìàíîì. Âî âòîðîì è â òðåòüåì ñëó÷àÿõ ýòî áû-
ëî äîêàçàíî ×åëüöîâûì è Ðóáèíøòåéíîì â èõ ñîâìåñòíîé ñòàòüå [CR15]
2015 ãîäà. Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáûõ ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Â ýòîì ãîäó ñîòðóä-
íèê Ëàáîðàòîðèè ×åëüöîâ, âìåñòå ñ Ðóáèíøòåéíîì è Æàíãîì [CRZ18]
äîêàçàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

77



Òåîðåìà. Ïóñòü X � ðàçäóòèå P1 × P1 â m ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, êîòî-
ðûå ñîäåðæàòüñÿ â íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé C áèñòåïåíè (2, 1), òà-
êèå ÷òî íèêàêèå äâå èç íèõ íå ñîäåðæàòüñÿ â êðèâîé áèñòåïåíè (0, 1).
Ïóñòü D � ñîáñòâåííûé ïðîîáðàç íà X êðèâîé C. Åñëè m > 7, òî ïà-
ðà (X, (1 − β)D) ÿâëÿåòñÿ K-ñòàáèëüíîé äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
β > 0.

Èç íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ ×åíà, Äîíàëüäñîíà, Ñàíà, Òèàíà è Âàíãà,
ñëåäóåò ÷òî K-ñòàáèëüíîñòü â òåîðåìå ×åëüöîâà, Ðóáèíøòåéíà è Æàíãà
âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå îñîáûõ ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà íà ïîâåðõíîñòè
X, êîòîðûå èìåþò êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè âäîëü D ñ óãëîì 2πβ äëÿ
âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ β > 0. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ñâîåé òåîðåìû,
×åëüöîâ, Ðóáèíøòåéí è Æàíã ïîëó÷èëè ðÿä íîâûõ âàæíûõ ëîêàëüíûõ
íåðàâåíñòâ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé ëîã-êàíîíè÷åñêèå ïîðîãè
äèâèçîðîâ íà ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ è êðàòíîñòè ýòèõ äèâèçîðîâ.

Â ñòàòüå [CPS18] ×åëüöîâ, Ïàðê è Øðàìîâ ïîëó÷èëè ýôôåêòèâíûå
îöåíêè äëÿ δ-èíâàðèàíòîâ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî, èìåþùèõ íå áî-
ëåå ÷åì ôàêòîð-îñîáåííîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ íåðà-
âåíñòâ, áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îðáèôîëäíûõ ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà
íà ìíîãèõ òàêèõ ïîâåðõíîñòÿõ. ×òîáû áîëåå ÿâíî îïèñàòü ýòè ðåçóëüòà-
òû, ðàññìîòðèì êâàçèãëàäêóþ è õîðîøî-ñôîðìèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü
Sd ñòåïåíè d âî âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P(a0, a1, a2, a3),
ãäå a0 6 a1 6 a2 6 a4. Òîãäà

KSd
∼Q OP(a0,a1,a2,a3)

(
d− a0 − a1 − a2 − a3

)
.

Ïîëîæèì I = a0 + a1 + a2 + a3 − d è ïðåäïîëîæèì, ÷òî I > 0. Â ýòîì
ñëó÷àå Sd ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî, êîòîðàÿ èìååò íå áîëåå
÷åì ôàêòîð-îñîáåííîñòè.

Ïðè I = 1 èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àåâ:

1. ïîâåðõíîñòü Sd íåîñîáà è(
a0, a1, a2, a3, d

)
∈
{

(1, 1, 1, 1, 3), (1, 1, 1, 2, 4), (1, 1, 2, 3, 6)
}

;

2. ïîâåðõíîñòü Sd îñîáà è(
a0, a1, a2, a3, d

)
= (2, 2n+ 1, 2n+ 1, 4n+ 1, 8n+ 4)

äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà n;
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3. ïîâåðõíîñòü Sd îñîáà, à (a0, a1, a2, a3, d) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþ-
ùèõ ïÿòåðîê:

(1, 2, 3, 5, 10), (1, 3, 5, 7, 15), (1, 3, 5, 8, 16), (2, 3, 5, 9, 18),

(3, 3, 5, 5, 15), (3, 5, 7, 11, 25), (3, 5, 7, 14, 28), (3, 5, 11, 18, 36),

(5, 14, 17, 21, 56), (5, 19, 27, 31, 81), (5, 19, 27, 50, 100), (7, 11, 27, 37, 81),

(7, 11, 27, 44, 88), (9, 15, 17, 20, 60), (9, 15, 23, 23, 69), (11, 29, 39, 49, 127),

(11, 49, 69, 128, 256), (13, 23, 35, 57, 127), (13, 35, 81, 128, 256).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü Sd îáëàäàåò ìåòðèêîé Êýëåðà�Ýéíøòåéíà
ïî óæå ñòàâøåé êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Òèàíà î ìåòðèêàõ Êýëåðà�Ýéíøòåéíà
íà ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ äåëü Ïåööî. Äëÿ îñòàâøèõñÿ îñîáûõ ïîâåðõíî-
ñòåé ñ I = 1, Êîëëàð è Äæîíñîí [JK01] äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå îðáè-
ôîëäíûõ ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà êðîìå ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñëó÷à-
åâ:

• (a0, a1, a2, a3, d) = (1, 2, 3, 5, 10);

• (a0, a1, a2, a3, d) = (1, 3, 5, 7, 15);

• (a0, a1, a2, a3, d) = (1, 3, 5, 8, 16);

• (a0, a1, a2, a3, d) = (2, 3, 5, 9, 18).

Ïîçäíåå â 2002 ãîäó, Àðàóõî [Ara02] äîêàçàëà ñóùåñòâîâàíèå îðáèôîëä-
íûõ ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà íà ïîâåðõíîñòè Sd â ñëó÷àå êîãäà (a0, a1, a2, a3, d) =
(1, 2, 3, 5, 10), à òàêæå â ñëó÷àå êîãäà (a0, a1, a2, a3, d) = (1, 3, 5, 7, 15) è ïî-
âåðõíîñòü Sd îáùàÿ. Â 2008 ãîäó, â ñòàòüå [CPS10] ×åëüöîâ, Ïàðê è Øðà-
ìîâ äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå îðáèôîëäíûõ ìåòðèê Êýëåðà�Ýéíøòåéíà
íà ïîâåðõíîñòè Sd â ñëó÷àå êîãäà (a0, a1, a2, a3, d) = (1, 3, 5, 8, 16) èëè
(a0, a1, a2, a3, d) = (2, 3, 5, 9, 18). Â ðàáîòå [CPS18] ×åëüöîâ, Ïàðê è Øðà-
ìîâ ïîêàçàëè ÷òî δ(Sd) > 1 â ñëåäóþùèõ ñåìè ñëó÷àÿõ:

1. (a0, a1, a2, a3, d) = (1, 3, 5, 7, 15);

2. (a0, a1, a2, a3, d) = (2, 3, 4, 5, 12);

3. (a0, a1, a2, a3, d) = (7, 10, 15, 19, 45);

4. (a0, a1, a2, a3, d) = (7, 18, 27, 37, 81);
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5. (a0, a1, a2, a3, d) = (7, 15, 19, 32, 64);

6. (a0, a1, a2, a3, d) = (7, 19, 25, 41, 82);

7. (a0, a1, a2, a3, d) = (7, 26, 39, 55, 117).

Òàêèì îáðàçîì, èç ðåçóëüòàòîâ Áëþìà, Äæîíñîíà, Ôóäæèòû è Îäàêè
ñëåäóåò, ÷òî â ýòèì ñåìè ñëó÷àÿõ ïîâåðõíîñòü Sd îáëàäàåò îðáèôîëäíîé
ìåòðèêîé Êýëåðà�Ýéíøòåéíà. Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäó-
åò, ÷òî ïîâåðõíîñòü Sd âñåãäà îáëàäàåò îðáèôîëäíîé ìåòðèêîé Êýëåðà�
Ýéíøòåéíà ïðè I = 1.
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5.3 Ìîíîäðîìèÿ ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé äëÿ ïîâåðõíîñòåé Äåëü
Ïåööî

Ïóñòü X ⊂ PN � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, dimX = n (îñíîâ-
íûì ïîëåì âñåãäà áóäåò C). Åñëè H ⊂ PN � ãèïåðïëîñêîñòü, òðàíñâåð-
ñàëüíàÿ ê X è Y = X∩H, òî ïðè âàðèàöèè H (â êëàññå ãèïåðïëîñêîñòåé,
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òðàíñâåðñàëüíûõ ê X) íà Hn−1(Y,Z) äåéñòâóåò ãðóïïà ìîíîäðîìèè. Äà-
æå â òîì ñëó÷àå, êîãäà X �ïîâåðõíîñòü, ïðî ýòó ãðóïïó èçâåñòíî íåìíî-
ãîå. Â 1973 ãîäó Ô.Ë. Çàê [Zak73] ïîëó÷èë êëàññèôèêàöèþ ïîâåðõíîñòåé
, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïà ìîíîäðîìèè òðèâèàëüíà; îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ëè-
áî ëèíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè, ëèáî ïîâåðõíîñòè ñ ãèïåðïëîñêèì ñå÷åíèåì
ðîäà 0. Íèæå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùèé ñëó÷àé� ïîâåðõíîñòè ñ ãèïåðïëîñ-
êèì ñå÷åíèåì ðîäà 1. Åñëè òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòîé,
òî ýòî ïîâåðõíîñòü Äåëü Ïåööî. Òàê êàê ãðóïïà ìîíîäðîìèè ïîâåðõíî-
ñòè ñ ãèïåðïëîñêèìè ñå÷åíèÿìè ðîäà 1 ñîõðàíÿåò ôîðìó ïåðåñå÷åíèÿ,
ýòà ãðóïïà ñîäåðæèòñÿ â SL(2,Z). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñî-
òðóäíèêàìè Ëàáîðàòîðèè, ñëåäóþùèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü X ⊂ Pn�ïîâåðõíîñòü Äåëü Ïåööî âëîæåííàÿ ñ ïî-
ìîùüþ àíòèêàíîíè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (íå îáÿçàòåëüíî ïîëíîé).
Òîãäà ãðóïïà ìîíîäðîìèè , äåéñòâóþùàÿ íà H1(·,Z) åå ãëàäêîãî ãèïåð-
ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ, ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ãðóïïîé SL(2,Z).

5.3.1 Î ìîíîäðîìèè â ñåìåéñòâàõ êðèâûõ ðîäà 1

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ îáùèé ðåçóëüòàò î ñåìåé-
ñòâàõ êðèâûõ ðîäà 1.

Ïðåäëîæåíèå.Ïóñòü π : X → B � ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ïðÿìûõ ðîäà 1, è
ïóñòü J : B → A1 � îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå
b ∈ B j-èíâàðèàíò ñëîÿ π−1(b). Åñëè îáùèé ñëîé îòîáðàæåíèÿ J ñâÿçåí,
à ñåìåéñòâî íå èçîòðèâèàëüíî, òî ãðóïïà ìîíîäðîìèè H1(·,Z) ñëîåâ
ñåìåéñòâà π ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé SL(2,Z).

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî X � ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (ò. å. ñåìåéñòâî ñ
ñå÷åíèåì). Äàëåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ñåìåéñòâà ýëëèïòè-
÷åñêèõ êðèâûõ X1, X2 íàä íåêîòîðîé áàçîé B1 (âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íîé
îò B) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) ãðóïïà ìîíîäðîìèè ñåìåéñòâà X1 ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè
ñåìåéñòâà X2;

(2) ñëîè (ñõåìíûå) ñåìåéñòâ X1 è X2 íàä îáùåé òî÷êîé B1 îòëè÷àþòñÿ
íà êâàäðàòè÷íóþ ïîäêðóòêó (quadratic twist).
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Èç óòâåðæäåíèÿ (2) âûòåêàåò, ÷òî, íå ìåíÿÿ ãðóïï ìîíîäðîìèè, ìîæ-
íî óìåíüøèòü ïðè íåîáõîäèìîñòè áàçó B1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñåìåé-
ñòâà X1 è X2 çàäàâàëèñü ñëåäóþùèìè âåéåðøòðàññîâûìè óðàâíåíèÿìè:

X1 : y2 = x3 + Px+Q,

X2 : y2 = x3 +D2 · Px+D3 ·Q,

ãäå P , Q è D�ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè íà B1, ïðè÷åì D íå èìååò íóëåé.
Èç ýòèõ óðàâíåíèé âûâîäèòñÿ, ÷òî åñëè ρ1, ρ2 : π1(B1) → SL(2,Z)�

ãîìîìîðôèçìû ìîíîäðîìèè, ñîîòâåòñòâóþùèå X1 è X2, òî ρ2 = χDρ1,
ãäå χD : π1(B1) → {±1}�êâàäðàòè÷íûé õàðàêòåð, ñîïîñòàâëÿþùèé çà-
ìêíóòîìó ïóòè −1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà àíàëèòè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå

√
−D âäîëü ýòîãî ïóòè ïðèâîäèò ê íîâîé âåòâè.

Äàëåå, ýëåìåíòàðíûì ðàññóæäåíèåì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëèG� ãðóï-
ïà, ρ : G → SL(2,Z)� ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì è χ : G → {±1}�
êâàäðàòè÷íûé õàðàêòåð, òî ãîìîìîðôèçì χρ : G→ SL(2,Z) òàêæå ñþðú-
åêòèâåí. Ýòî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå.

5.3.2 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Íà÷íåì ñ ðåäóêöèé. Âî-ïåðâûõ, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî íàøà ïîâåðõíîñòü Äåëü Ïåööî âëîæåíà ñ ïîìîùüþ ïîëíîé àí-
òèêàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Äàëåå, ïóñòüX ⊂ Pn � òàêàÿ ïîâåðõíîñòü Äåëü
Ïåööî, è ïóñòü p ∈ X �äîñòàòî÷íî îáùàÿ òî÷êà. Òîãäà, åñëè n > 3, îá-
ðàçîì (ðàöèîíàëüíîé) ïðîåêöèè πp : X 99K Pn−1 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü
Äåëü Ïåööî X ′, òàêæå âëîæåííàÿ ñ ïîìîùüþ àíòèêàíîíè÷åñêîé ëèíåé-
íîé ñèñòåìû, ïðè÷åì πp èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ìåæäó ðàçäóòèåì ïî-
âåðõíîñòè X â òî÷êå p è ïîâåðõíîñòüþ X ′.

Ïðè óêàçàííîì èçîìîðôèçìå ãëàäêèå ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ ïîâåðõ-
íîñòèX ′ ñîîòâåòñòâóþò ãëàäêèì ãèïåðïëîñêèì ñå÷åíèÿì ïîâåðõíîñòèX,
ïðîõîäÿùèì ÷åðåç p. Ïîýòîìó åñëè ìû óñòàíîâèì òåîðåìó äëÿ X ′, îíà
áóäåò âåðíà è äëÿ X: åñëè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ãðóïïà ìîíîäðîìèè
ïîëó÷àåòñÿ óæå ïðè âàðèàöèè ãèïåðïëîñêîñòåé â ïîäñåìåéñòâå, òî òåì
áîëåå ýòî âåðíî äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé, òðàíñâåðñàëüíûõ
ê X.

Èòåðèðóÿ ýòó êîíñòðóêöèþ, ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
òåîðåìó äëÿ ãëàäêèõ êóáèê â P3. Äàëåå, ïðîåêòèðóÿ êóáèêó èç äîñòàòî÷-
íî îáùåé òî÷êè, ëåæàùåé íà íåé è ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæ-
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äåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
ñëåäóþùèé ôàêò.

Ïóñòü X � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü, äîïóñêàþùàÿ êîíå÷íûé
ìîðôèçì π : X → P2, ðàçâåòâëåííûé íàä ãëàäêîé êâàðòèêîé C ⊂ PP 2.
Òîãäà ãðóïïà ìîíîäðîìèè, äåéñòâóþùàÿ íà H1(π−1(`),Z) ïðè âàðèàöèè
ïðÿìîé ` ⊂ P2 â ñåìåéñòâå ïðÿìûõ, òðàíñâåðñàëüíûõ ê C, åñòü âñÿ
ãðóïïà SL(2,Z).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç C∗ ⊂ (P2)∗

êðèâóþ, äâîéñòâåííóþ ê C. Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ èç ðàçä. 5.3.1 äîñòàòî÷-
íî óñòàíîâèòü, ÷òî ñëîè îòîáðàæåíèÿ J : (P2)∗ \ C∗ → A1, ñòàâÿùåãî â
ñîîòâåòñòâèå ïðÿìîé l ⊂ P2 j-èíâàðèàíò êðèâîé π−1(`), ÿâëÿþòñÿ ñâÿç-
íûìè. Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî îòîáðàæåíèå J ìîæíî
ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ

J1 : (P2)∗ \ (C∗)sing → P1 = A1 ∪ {∞}.

Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé ôîðìóëû,
âûðàæàþùåé j-èíâàðèàíò ÷åðåç äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê âåòâëåíèÿ ïðè
ìîðôèçìå ñòåïåíè 2 ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íà P1. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ëåììà, âåðíàÿ íàä ïðîèçâîëüíûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì. Êîíñòðóêöèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî J−1

1 (∞) = C∗ \ (C∗)sing.

Ëåììà. Ïóñòü W � ãëàäêîå íåïðèâîäèìîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n,
L� ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ, ϕ : W → L� ñîáñòâåííûé è ñþðúåê-
òèâíûé ìîðôèçì ñ (n−1)-ìåðíûìè ñëîÿìè. Îáîçíà÷èì åãî ðàçëîæåíèå
Øòåéíà ÷åðåç W → Z

v−→ L.
Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà p ∈ L, ÷òî ñëîé ϕ−1(p) íåïðèâîäèì è

ìîðôèçì ϕ èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã â äîñòàòî÷íî îáùåé òî÷êå ñëîÿ,
òî ìîðôèçì v : Z → L ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïóñòü òåïåðü
W

J2

""
σ
��

(P2)∗
J1 // P1

�ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå òî÷åê íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ J1; ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî J2−1(∞)� ñòðîãèé ïðîîáðàç C∗ îòíîñèòåëüíî σ. Âû÷èñëåíèå
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ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ðàíã J2 â äîñòàòî÷íî îáùåé òî÷êå ñëîÿ J−1
2 (∞) ðà-

âåí 1; òåïåðü èç ëåììû âûøå è îïðåäåëåíèÿ ðàçëîæåíèÿ Øòåéíà âûòå-
êàåò, ÷òî ñëîè J2 ñâÿçíû, îòêóäà îáùèé ñëîé J1 ñâÿçåí. Òåïåðü äîêàçà-
òåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðåäëîæåíèÿ èç ðàçä. 5.3.1.

Îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â ðàáîòå [Lvo17].

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[Lvo17] Serge Lvovski. On monodromy in families of elliptic curves over C.
ArXiv e-print, 1705.02129, 2017.

[Zak73] Ô. Ë. Çàê. Î ïîâåðõíîñòÿõ ñ íóëåâûìè öèêëàìè Ëåôøåöà. Ìà-
òåì. çàìåòêè, 13(6):869�880, 1973.

5.4 Èññëåäîâàíèå ôàêòîðîâ ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé íàä
íåçàìêíóòûìè ïîëÿìè

Â ýòîì ãîäó ïî òåìàòèêå èññëåäîâàíèé ëàáîðàòîðèè áûëî îïóáëèêîâàíî
äâå ñòàòüè [Tre18b] è [Tre18a].

Â íèõ èçó÷àëñÿ âîïðîñ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ôàêòîð k-ðàöèîíàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè X íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 0
ïî äåéñòâèþ êîíå÷íîé ãðóïïûG ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì,
à â êàêèõ íåò.

Â ñòàòüå [Tre18b] èññëåäîâàëèñü ôàêòîðû ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî
ñòåïåíåé 8, 5 è 4. Äëÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà ([Tre18b, Theorem 1.1]). Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0,
X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî íàä k òàêàÿ, ÷òî X(k) 6= ∅, à G � êîíå÷-
íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ X. Åñëè K2

X > 5, òî ôàêòîðïîâåðõíîñòü
X/G ðàöèîíàëüíà. Åñëè K2

X = 4, ïîðÿäîê G ðàâåí 1, 2, èëè 4, è âñå
íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû G íå èìåþò íåïîäâèæíûõ êðèâûõ, òî ôàê-
òîð X/G ìîæåò áûòü íåðàöèîíàëüíûì. Äëÿ âñåõ äðóãèõ ñëó÷àåâ G è
K2
X = 4 ôàêòîð X/G âñåãäà ðàöèîíàëåí.

Ñëåäñòâèå 1 ([Tre18b, Corollary 1.2]). Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè
0, X � ãëàäêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä k òàêàÿ, ÷òî X(k) 6= ∅,
à G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ X. Åñëè K2

X > 5, òî ôàêòîð
X/G ðàöèîíàëåí.

84



Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ãðóïï, äåéñòâóþùèõ íà ïîâåðõ-
íîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 4, äëÿ êîòîðûõ ôàêòîð ìîæåò áûòü íåðàöè-
îíàëüíûì íàä k, ÿâíî ïîñòðîåíû ïðèìåðû íåðàöèîíàëüíûõ ôàêòîðîâ
G-ìèíèìàëüíûõ k-ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî.

Â ñòàòüå [Tre18a] èññëåäîâàëèñü ôàêòîðû ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 2. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà ([Tre18a, Theorem 1.6]). Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0,
X � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî íàä k ñòåïåíè 2, à G � ïîäãðóïïà â
Autk(X), òàêàÿ ÷òî íà ôàêòîðå X/G åñòü ãëàäêàÿ k-òî÷êà. Òîãäà ôàê-
òîð X/G ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíîé äëÿ ëþáîé ãðóïïû G, êðîìå ñëåäóþ-
ùèõ:

• òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà;

• ãðóïïà ïîðÿäêà 2;

• ãðóïïà ïîðÿäêà 4, ñîäåðæàùàÿ óíèêàëüíóþ èíâîëþöèþ, èìåþùóþ
êðèâóþ, ñîñòîÿùóþ èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê;

• íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 8, ñîäåðæàùàÿ óíèêàëüíóþ èíâîëþöèþ,
èìåþùóþ êðèâóþ, ñîñòîÿùóþ èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê;

• ãðóïïà ïîðÿäêà 3, èìåþùàÿ òîëüêî èçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå
òî÷êè;

• ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñòåïåíè 3, ïîðîæäåííàÿ èíâîëþöèÿìè,
èìåþùèìè òîëüêî èçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè.

Äëÿ êàæäîé èç ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï ñóùåñòâóþò ïðèìåðû íåðàöèî-
íàëüíûõ íàä k ôàêòîðîâ X/G äëÿ ïîäõîäÿùåãî ïîëÿ k.

Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï êðîìå òðèâèàëüíîé è
ãðóïïû, ïîðîæäåííîé èíâîëþöèåé, èìåþùåé òîëüêî èçîëèðîâàííûå íåïî-
äâèæíûå òî÷êè, ïîñòðîåíû ïðèìåðû íåðàöèîíàëüíûõ ôàêòîðîâG-ìèíèìàëüíûõ
k-ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé (ñì. [Tre18a, Section 6]). Äëÿ ãðóïïû, ïî-
ðîæäåííîé èíâîëþöèåé, èìåþùåé òîëüêî èçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå
òî÷êè, ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå åå ìèíèìàëüíîãî äåéñòâèÿ ïîâåðõíîñòü íå
ìîæåò áûòü k-ðàöèîíàëüíîé, à åå ôàêòîð âñåãäà íåðàöèîíàëåí íàä k (ñì.
[Tre18a, Remark 4.8 è Lemma 5.1]).
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5.5 Ñòàáèëüíàÿ ðàöèîíàëüíîñòü ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî

Íîâàÿ òåìàòèêà èññëåäîâàíèé êàñàëàñü ñòàáèëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè ïî-
âåðõíîñòåé äåëü Ïåööî íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûìè ïîëÿìè. Â êîí-
öå ïðîøëîãî ãîäàÆ.-Ë. Êîëüî-Òýëåí ïîëó÷èë ðåçóëüòàò [CT17], ÷òî âñÿ-
êàÿ íåðàöèîíàëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä êâà-
çèêîíå÷íûìè ïîëÿìè íå ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíî ðàöèîíàëüíîé. Ýòîò ðåçóëü-
òàò ïðîáóäèë èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèÿì ñòàáèëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè ãåî-
ìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòû-
ìè ïîëÿìè, è â ôåâðàëå 2018 ãîäà ïðè ïîìîùè õîðîøî îðãàíèçîâàííîãî
êîìïüþòåðíîãî ïåðåáîðà Þ. ×èíêåëåì è Ê. ßíãîì áûë ïîëó÷åí ñïèñîê
íåðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñòàáèëü-
íî ðàöèîíàëüíûìè, [TY18].

Ðåçóëüòàò ×èíêåëÿ è ßíãà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü
äåëü Ïåööî ñòåïåíè 3 èëè 1 ñ èíâàðèàíòíûì ÷èñëîì Ïèêàðà 1 íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñòàáèëüíî ðàöèîíàëüíîé, à äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 2 ñ
èíâàðèàíòíûì ÷èñëîì Ïèêàðà 2 èìååòñÿ ÷åòûðå òèïà, äëÿ êîòîðûõ ïî-
âåðõíîñòü ìîæåò áûòü ñòàáèëüíî ðàöèîíàëüíîé. Òàêæå èìè áûë ïîëó÷åí
ðÿä âîçìîæíîñòåé äëÿ ìèíèìàëüíûõ ñòàáèëüíî ðàöèîíàëüíûõ ðàññëîå-
íèé íà êîíèêè ñ êîëè÷åñòâîì âûðîæäåííûõ ñëî¼â ìåíüøå 8 íàä êðèâîé
ðîäà 0.

Ýòè æå ðåçóëüòàòû áûë ïîëó÷åí ñîòðóäíèêîì Ëàáîðàòîðèè À. Òðå-
ïàëèíûì íåçàâèñèìî, áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ. Âìåñòî
ýòîãî èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ýêâèâàðèàíòíîé ïðîãðàììû ìèíèìàëüíûõ
ìîäåëåé äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ ñèëüíûì èñïîëüçîâàíèÿì ñâîéñòâ ðåøåò-
êè Ïèêàðà è ãðóïï Âåéëÿ, äåéñòâóþùèõ íà íåé. Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû
ïîçâîëÿþò íàãëÿäíî îáúÿñíèòü ñëîæíûé ðåçóëüòàò è ñàìè ïî ñåáå ïðåä-
ñòàâëÿþò èíòåðåñ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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[TY18] Y. Tschinkel and T. Yang. Potentially stably rational del pezzo
surfaces over nonclosed �elds. ArXiV e-print, 1808.09061, 2018.

5.6 Íåðàöèîíàëüíûå ñëîè òðåõìåðíûõ ðàññëîåíèé íà ïîâåðõ-
íîñòè äåëü Ïåööî

Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè åãî ïîëå ôóíêöèé èçî-
ìîðôíî ïîëþ ôóíêöèé ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðîáëåìà ðàöèî-
íàëüíîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ðàöèîíàëüíî ëè äàííîå ìíî-
ãîîáðàçèå. Ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ áèðàöè-
îíàëüíîé ãåîìåòðèè.

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ìíîãîîá-
ðàçèÿ Ôàíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãî êàíîíè÷åñêèé êëàññ àíòèîáèëåí. Èç-
âåñòíà êëàññèôèêàöèÿ íåîñîáûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ìàëîé ðàçìåðíîñòè.
À èìåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà èìååòñÿ ëèøü îäíà êðèâàÿ Ôàíî
� ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, 10 ñåìåéñòâ ïîâåðõíîñòåé Ôàíî (îíè íàçûâàþò-
ñÿ ïîâåðõíîñòÿìè äåëü Ïåööî) è 105 ñåìåéñòâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé
Ôàíî.

Èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïî íåñêîëüêèì
ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, â êàæäîé ðàçìåðíîñòè èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî àëãåáðàè÷åñêèõ ñåìåéñòâ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé (íåîñîáûõ èëè ñ îãðà-
íè÷åííûìè îñîáåííîñòÿìè). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü êëàññèôèêàöèè ìíî-
ãîîáðàçèé Ôàíî ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, òîðè÷åñêèõ.

Âî-âòîðûõ, èç Ïðîãðàììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé ñëåäóåò, ÷òî ìíî-
ãîîáðàçèÿ Ôàíî ñëóæàò �ñòðîèòåëüíûìè áëîêàìè� äëÿ áèðàöèîíàëüíîé
êëàññèôèêàöèè ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïðîãðàììà ìèíèìàëüíûõ
ìîäåëåé � ýòî ïðîöåäóðà, ñòðîÿùàÿ ïî äàííîìó ìíîãîîáðàçèþ X áè-
ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíîå åìó ìíîãîîáðàçèå Y . Ïðè ýòîì Y èìååò íå
õóæå, ÷åì òåðìèíàëüíûå îñîáåííîñòè. Äëÿ íåãî åñòü äâå âîçìîæíîñòè.
Ëèáî êàíîíè÷åñêèé êëàññ KY ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òîãäà Y íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþ. Ëèáî Y îáëàäàåò ñòðóêòóðîé ðàññëîåíèÿ Ìîðè
π : Y −→ B. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Y îòîáðàæàåòñÿ â ìíîãîîáðàçèå B ìåíü-
øåé ðàçìåðíîñòè òàê, ÷òî ñëîè π åñòü ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî. Çàìåòèì, ÷òî
ñëîè òàêæå ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèåX áûëî ðàöèîíàëü-
íûì (èëè áîëåå îáùèì îáðàçîì, ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûì), òî Y áóäåò èìåòü
ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ Ìîðè. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå ðàöèîíàëüíîñòè
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ìíîãîîáðàçèÿ X â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñâåñòè ê èçó÷åíèþ ðàöèî-
íàëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Y ðàññëîåíèÿ π.

Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ðàöèîíàëüíîñòè ñëîåâ ðàññëî-
åíèÿ π. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âîïðîñà î ðàöèîíàëüíîñòè
â ñåìåéñòâàõ, ñì. íàïð. [Per17], [Tot17]. Çàìåòèì, ÷òî åñëè B � òî÷êà, òî
îíà ýêâèâàëåíòíà ïðîáëåìå ðàöèîíàëüíîñòè äëÿ Y . Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
ñ÷èòàòü áàçîâûì ïîëåì ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òîãäà â ðàçìåðíîñòè 1
ïðîáëåìà ðàöèîíàëüíîñòè òðèâèàëüíà. Â ðàçìåðíîñòè 2 èìååòñÿ õîðîøî
èçâåñòíûé êðèòåðèé Êàñòåëüíóîâî ðàöèîíàëüíîñòè ïîâåðõíîñòè. Èíòå-
ðåñåí ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè 3. Íà÷èíàÿ ñ ýòîé ðàçìåðíîñòè ñóùåñòâóþò
íåðàöèîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à íåòðè-
âèàëüíà äëÿ ðàçìåðíîñòè B, ðàâíîé íóëþ.

Åñëè ðàçìåðíîñòü áàçû B ðàâíà äâóì, òî π íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì
íà êîíèêè. Îáùèé ñëîé òàêîãî ðàññëîåíèÿ èçîìîðôåí ïðîåêòèâíîé ïðÿ-
ìîé. Ñïåöèàëüíûé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåðåâî ðàöèîíàëüíûõ êðè-
âûõ, áûòü ìîæåò, ñ êðàòíîñòÿìè. Ïðîáëåìà ðàöèîíàëüíîñòè äëÿ ñëîåâ π
â ýòîì ñëó÷àå òðèâèàëüíà.

Ñîòðóäíèêîì Ëàáîðàòîðèè Ê. Ëîãèíîâûì èçó÷àëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðàç-
ìåðíîñòü B ðàâíà åäèíèöå. Òîãäà π íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì íà ïîâåðõ-
íîñòè äåëü Ïåööî. Îñíîâíîé èíâàðèàíò òàêîãî ðàññëîåíèÿ � ñòåïåíü îá-
ùåãî ñëîÿ. Îáùèé ñëîé π ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî.
Íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàöèîíàëüíà. Èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ñïåöèàëüíûå ñëîè. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé ñëîé ðàññëîåíèÿ
íà äåëü Ïåööî, ðàññìîòðåííûé ñ ïðèâåäåííîé ñòðóêòóðîé, áèðàöèîíàëü-
íî ýêâèâàëåíòåí ïðîèçâåäåíèþ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è êðèâîé C íåêî-
òîðîãî ðîäà g ≥ 0. Êëàññèôèêàöèÿ íåðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé äåëü
Ïåööî èçëîæåíà â [Fuj95].

Äæ. Áëàíê ïîñòàâèë âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè g äëÿ ðàññëîåíèé íà
ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî íå õóæå ÷åì ñ òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè.
Ïîõîæàÿ ïðîáëåìà îãðàíè÷åííîñòè äëÿ êðàòíîñòè ñëîåâ ðàññëîåíèé íà
ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, ñì. [MP09].

Â ðàáîòå [Log18] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Y íåîñî-
áî, òî íåðàöèîíàëüíûé ñëîé π ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé, è áîëåå òîãî, åãî ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò òðåõ. Ïîõîæåå îãðàíè÷åíèå
èìååò ìåñòî â ñëó÷àå òåðìèíàëüíûõ ãîðåíøòåéíîâûõ îñîáåííîñòåé Y .
Èìååòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ðîñòêîâ ðàññëîåíèé ñ íåðàöèîíàëüíûì ñëîåì â
òåðìèíàõ íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ðàññëîåíèé íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñ
äåéñòâèåì öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ èìååò ìåñòî ïðè
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óñëîâèè, ÷òî Y èìååò íå õóæå ÷åì îáûêíîâåííûå äâîéíûå òî÷êè â êà÷å-
ñòâå îñîáåííîñòåé. Òàêæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàññëîåíèé, äëÿ êîòîðûõ
â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ âûøå, âûïîëíåíî g = 2, 3, 4.
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5.7 Îñîáåííîñòè ýêñòðåìàëüíûõ òðåõìåðíûõ òåðìèíàëüíûõ
îêðåñòíîñòåé.

Ñîòðóäíèêîì Ëàáîðàòîðèè Þ. Ïðîõîðîâûì ñîâìåñòíî ñ Ñ. Ìîðè (RIMS,
Kyoto University) ïðîäîëæàëàñü ðàáîòà íàä äîëãîñðî÷íûì ïðîåêòîì ïî
êëàññèôèêàöèè àíàëèòè÷åñêèõ òèïîâ ýêñòðåìàëüíûõ ñòÿãèâàíèé òðåõ-
ìåðíûõ òåðìèíàëüíûõ ñòÿãèâàíèé ñî ñëîÿìè ðàçìåðíîñòè ≤ 1.

Ýêñòðåìàëüíûì ðîñòêîì (X,C) íàçûâàåòñÿ ðîñòîê òðåõìåðíîãî íîð-
ìàëüíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿ-
ìè âäîëü êîìïàêòíîé íåïðèâîäèìîé êðèâîé C òàêîé, ÷òî èìååòñÿ ìîðôèçì-
ñòÿãèâàíèå f : X → Z 3 o ñ îòíîñèòåëüíî îáèëüíûì àíòèêàíîíè÷åñêèì
äèâèçîðîì −KX è C = f−1(o) [Mor88]. Èçâåñòíî, ÷òî ýêñòðåìàëüíûé ðî-
ñòîê ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå òðåõ îñîáûõ òî÷åê è íå áîëåå äâóõ íåãî-
ðåíøòåéíîâûõ. Ðàáîòà ïðîäîëæàåò ñåðèþ ïóáëèêàöèé [KM92], [MP08a],
[MP08b], [MP09], [MP11], [MP14], [MP16],[MP18]. Ïîëíîñòüþ èçó÷åíû
ýêñòðåìàëüíûå ðîñòêè, ñîäåðæàùèå îäíó íåãîðåíøòåéíîâó òî÷êó. Ïî-
ëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ. Îíà ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ îáùåãî
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ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ H ⊂ X, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç C è èíôèíèòåçèìàëü-
íîé ñòðóêòóðû X âäîëü C. Ðåçóëüòàòû ïîäûòîæåíû â ðàáîòå [MP19]
(ïðèíÿòà ê ïå÷àòè â Èçâ. ÐÀÍ, ñåð. ìàòåì.).

Èçó÷åíèå ýêñòðåìàëüíûõ ðîñòêîâ î÷åíü âàæíî äëÿ ïðèëîæåíèé â áè-
ðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè è êëàññèôèêàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé, ñì., íàïð., [PR16], [PS16].
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5.8 Èññëåäîâàíèå ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ òð¼õìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé Ôàíî è ïðèëîæåíèÿ ê ãðóïïå Êðåìîíû

Òàêæå ïðîäîëæàëîñü èçó÷åíèå âîïðîñà êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïîä-
ãðóïï â òð¼õìåðíîé ãðóïïå Êðåìîíû Cr3(k), ãäå k � àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ïîâåðõíî-
ñòåé áûë ïîëíîñòüþ ðåøåí â çíàìåíèòîé ðàáîòå È. Äîëãà÷åâà è Â. Èñêîâ-
ñêèõ [DI09]. Ïðè ïîìîùè ýêâèâàðèàíòíîãî ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé è
ýêâèâàðèàíòíîé ïðîãðàììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé ýòîò âîïðîñ ñâîäèòñÿ
ê èññëåäîâàíèþ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï G ⊂ Aut(X) â ãðóïïàõ àâòîìîðôèç-
ìîâ k-ðàöèîíàëüíûõ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé X ñïåöèàëüíîãî âèäà. À
èìåííî, îñîáåííîñòè X ÿâëÿþòñÿ òåðìèíàëüíûìè GQ-ôàêòîðèàëüíûìè,
è ëèáî ðàíã èíâàðèàíòíîé ãðóïïû Ïèêàðà Pic(X)G ðàâåí 1, ëèáî èìå-
åòñÿ ìîðôèçì f : X → Y íà ìíîãîîáðàçèå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè òà-
êîé, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî àíòèîáèëüíûì, à
ðàíã îòíîñèòåëüíîé èíâàðèàíòíîé ãðóïïû Ïèêàðà Pic(X/Y )G ðàâåí 1.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîîáðàçèÿ ïåðâîãî òèïà ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëî-
âèåì: êàíîíè÷åñêèé êëàññ äåëèòñÿ íà 2 â ãðóïïå Ïèêàðà (òàêèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ G-ìíîãîîáðàçèÿìè äåëü Ïåööî). Îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò òå G-ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå íå ïåðåñòðàèâàþòñÿ ýêâèâà-
ðèàíòíî â äðóãèå G-ðàññëîåíèÿ Ìîðè, òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ
G-ýêâèâàðèàíòíî áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèìè. Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ ñî-
òðóäíèêà Ëàáîðàòîðèè À. Àâèëîâà (ñì.[Avi16b], [Avi16a]) áûëè êëàññè-
ôèöèðîâàíû ýêâèâàðèàíòíî áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèå ìíîãîîáðàçèÿ äåëü
Ïåööî ñòåïåíåé 3 è 4. Â ñëó÷àå ñòåïåíè 4 îêàçàëîñü, ÷òî G- áèðàöèîíàëü-
íî æ¼ñòêèìè ìîãóò áûòü òîëüêî 5 îòäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé è îäíî îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. Â ñëó÷àå ñòåïåíè 3 êëàññèôèêàöèÿ óñòðîåíà
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åù¼ ïðîùå � òîëüêî äâà ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêè-
ìè îòíîñèòåëüíî âñåé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Äëÿ îäíîãî èç íèõ áûëè
êëàññèôèöèðîâàíû âñå ïîäãðóïïû ïîëíîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðûõ ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàðèàíòíî áèðàöèîíàëüíî
æ¼ñòêèì.

Â îò÷åòíûé ïåðèîä À. Àâèëîâûì èññëåäîâàëèñü ìíîãîîáðàçèÿ äåëü
Ïåööî ñòåïåíè 2 è 1. Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé ñòåïåíè 2 êëàññèôèöèðî-
âàíû ðàöèîíàëüíûå ýêâèâàðèàíòíî áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèå îòíîñèòåëü-
íî âñåé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþùèå íå áîëåå ÷åì
íîäàëüíûå îñîáåííîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ìíîãîîáðàçèé, èìåþ-
ùèõ 12 îñîáûõ òî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå îíè íå ÿâëÿþò-
ñÿ ýêâèâàðèàíòíî áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèìè, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ
ìíîãîîáðàçèé ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îñîáåííîñòåé (ïîõîæèé ðåçóëüòàò
ïîëó÷àëñÿ è äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñòåïåíè 3). Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êëàñ-
ñèôèöèðîâàíû âñå ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ àâòîìîðôèçìîâ, îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàðèàíòíî áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèì.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàòüÿ ïðèíÿòà ê ïå÷àòè â æóðíàëå �Èçâåñòèÿ ÐÀÍ:
ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ�, ñì. [Avi19]. ×àñòè÷íî ýòè ðåçóëüòàòû äîêëàäû-
âàëèñü íà êîíôåðåíöèè �Subgroups of Cremona groups� (Îáåðâîëüôàõ)
( [Avi18]).

Â ñëó÷àå ñòåïåíè 1 ðàíåå áûëè êëàññèôèöèðîâàíû ãðóïïû ìíîãîîá-
ðàçèÿ, èìåþùèå �äîñòàòî÷íî áîëüøóþ� ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ, ò.å. ãè-
ïîòåòè÷åñêè ÿâëÿþùèåñÿ ýêâèâàðèàíòíî áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèìè. Çà
îò÷åòíûé ïåðèîä äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ ýêâèâàðèàíòíàÿ áèðàöèîíàëü-
íàÿ æ¼ñòêîñòü îòíîñèòåëüíî âñåé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ áûëà ïðîâåðå-
íà ÿâíî. Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, êàêèå èç îïèñàííûõ ìíîãîîáðàçèé
ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè (â ÷àñòíîñòè, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ïðèìåíèìû ê êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïîäãðóïï â ãðóïïå Êðå-
ìîíû). Â îò÷åòíûé ïåðèîä ïðîâîäèëàñü ðàáîòà ïî êëàññèôèêàöèè ðàöè-
îíàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ñòåïåíè 1, àíàëîãè÷íàÿ ðàáîòå, ïðîäåëàííîé â
ñòàòüå [CPS15] äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñòåïåíè 2.
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6 Ñïåöèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ

6.1 Ðàáîòû ïî òåîðèè îñîáåííîñòåé

Â ñîâìåñòíîì ïðåïðèíòå íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ Ëàáîðàòîðèè Åêàòåðèíû
Àìåðèê è Ìèøè Âåðáèöêîãî arXiv:1804.00463, áûëà äîêàçàíà ëîêàëü-
íàÿ òðèâèàëüíîñòü ñåìåéñòâà ëîêóñîâ áèðàöèîíàëüíûõ êîíòðàêöèé ãè-
ïåðêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ íàä ðåëåâàíòíîé ÷àñòüþ ïðîñòðàíñòâà Òåéõ-
ìþëëåðà êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð. Êîãäà ýòîò ëîêóñ íåîñîáûé, âñå ëîêóñû
áèðàöèîíàëüíûõ êîíòðàêöèé â îäíîì ñåìåéñòâå ìíîãîîáðàçèé äèôôåî-
ìîðôíû. Êîãäà îí îñîáûé, ëîêóñû ãîìåîìîðôíû, è ãîìåîìîðôèçì ìîæ-
íî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åí íà ñòðàòàõ
ñòðàòèôèêàöèè Ìàçåðà-Òîìà ýòîé îñîáåííîñòè. Ñåé÷àñ Àìåðèê è Âåð-
áèöêèé âåäóò ðàáîòó íàä óñèëåíèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà, äîêàçûâàÿ ëîêàëü-
íóþ òðèâèàëüíîñòü â âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé êàòåãîðèè.

Ýòà ðàáîòà îñíîâûâàåòñÿ íà èçó÷åíèè ýðãîäè÷åñêîãî äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé íà ïðîñòðàíñòâå Òåéõìþëëåðà. Äðóãàÿ ðàáî-
òà, îïóáëèêîâàííàÿ â 2018, Collections of Orbits of Hyperplane Type in
Homogeneous Spaces, Homogeneous Dynamics, and Hyperk�ahler Geometry
(Åêàòåðèíà Àìåðèê, Ìèøà Âåðáèöêèé), àâòîðû èçó÷àþò êîëëåêöèè îð-
áèò ïîäãðóïï â îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, äîêàçûâàÿ, ÷òî çàìûêàíèÿ
òàêèõ êîëëåêöèé - ñíîâà îðáèòà, âîçìîæíî, äðóãîé ãðóïïå. Ýòà ðàáîòà
îñíîâàíà íà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ Ìîçåñà-Øàõà è òåîðåìå Ðàòíåð. Â
äðóãîé ðàáîòå Àìåðèê-Âåðáèöêîãî, ýòîò ðåçóëüòàò ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ òåîðåìû ôèíèòíîñòè äëÿ ÌÁÌ-êëàññîâ, ñóùåñòâåííî óñèëèâàþ-
ùóþ ãèïîòåçó Êàâàìàòû-Ìîððèñîíà, äîêàçàííóþ Àìåðèê è Âåðáèöêèì
íåñêîëüêî ëåò íàçàä.

Â ïðåïðèíòå 1801.06849, îïóáëèêîâàííîì ñîâìåñòíî ñ áðàçèëüñêèìè
ìàòåìàòèêàìè Lev Birbrair, Alexandre Fernandes, J. Edson Sampaio, áû-
ëà ðåøåíà êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à òåîðèè îñîáåííîñòåé: àâòîðû ïðåäúÿâèëè
èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ïî Ëèïøèöó, íî èìå-
þò ðàçíóþ êðàòíîñòü. Ìíîãî ëåò ñ÷èòàëîñü, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî, è åñòü
áîãàòàÿ ëèòåðàòóðà ïî òåîðèè îñîáåííîñòåé, ïîñâÿùåííàÿ ýòîé ãèïîòåçå
è åå äîêàçàòåëüñòâàì â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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6.2 Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ñïåöèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé

Ñîâìåñòíî ñ Äæåéêîì Ñîëîìîíîì è Ìèõàèëîì Ýíòîâûì, Ìèøà Âåðáèö-
êèé ðàáîòàë íàä âîïðîñàìè ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ïðèìåíåíèè
ê ñïåöèàëüíûì ìíîãîîáðàçèÿì. Â ïðåïðèíòå 1805.00102, ñîâìåñòíîì ñ
Ñîëîìîíîì, àâòîðû äîêàçàëè, ÷òî ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè Ôóêàè, ïî-
ðîæäåííàÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèìè ñïåöèàëüíûìè ëàãðàíæåâûìè
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, ôîðìàëüíà äëÿ äîñòàòî÷íî îáùåé ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû. Â ñòàòüå "Unobstructed symplectic packing by ellipsoids for tori
and hyperk�ahler manifolds"(Selecta Math.), àâòîðû äîêàçàëè, ÷òî ñèìïëåê-
òè÷åñêèå óïàêîâêè ãèïåðêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ èëè òîðà ñèìïëåêòè÷å-
ñêèìè ýëëèïñîèäàìè íå èìååò ïðåïÿòñòâèé, êðîìå îáúåìà.

6.3 Ãèïåðêýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ñëîåíèÿ

Ñîòðóäíèê Ëàáîðàòîðèè Å. Àìåðèê, ñîâìåñòíî ñ Ô. Êàìïàíà, çàêîí÷è-
ëà ðàáîòó íàä ñòàòüåé Specialness and isotriviality for regular algebraic
foliations , ãäå îòçûâ ðåöåíçåíòà ïîòðåáîâàë ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé.
Ñòàòüÿ âûéäåò â æóðíàëå Annales de l'Institut Fourier. Â íåé äîêàçûâà-
åòñÿ èçîòðèâèàëüíîñòü ñåìåéñòâà ìíîãîîáðàçèé, çàäàííîãî ñëîåíèåì áåç
îñîáåííîñòåé, â òîì ñëó÷àå, êîãäà áàçà ñåìåéñòâà êàê îðáèôîëä ñïåöè-
àëüíà ïî Êàìïàíà, à ñëîè ëèáî êàíîíè÷åñêè ïîëÿðèçîâàíû, ëèáî èìåþò
òðèâèàëüíîå êàíîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå.

Ñîâìåñòíî ñ Ì. Âåðáèöêèì, Å. Àìåðèê âûïóñòèëà ïðåïðèíò MBM loci
for families of hyperkaehler manifolds and centers of birational contractions.
Åãî ãëàâíûå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ ïîâåäåíèÿ ïðè äåôîðìàöèÿõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèé â ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, çàìåòàåìûõ ðàöèîíàëüíû-
ìè êðèâûìè ñ îòðèöàòåëüíûì êâàäðàòîì Áîâèëëÿ-Áîãîìîëîâà.Èçâåñòíî,
÷òî ìèíèìàëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ äåôîðìèðóåòñÿ âìåñòå ñî ñâîèì
êëàññîì êîãîìîëîãèé z. Ïðè ýòîì ìîæåò ïðîèçîéòè âûðîæäåíèå, íàïðè-
ìåð, îíà ïåðåñòàåò áûòü ìèíèìàëüíîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðî-
ñòðàíñòâî äåôîðìàöèé Teichminz , ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîáëåì íåñåïàðàáåëü-
íîñòè ñîâïàäàþùåå ñ ïðîñòðàíñòâîì äåôîðìàöèé Teichz, ñîõðàíÿþùèì
ýòîò êëàññ êîãîìîëîãèé, íàä êîòîðûì êðèâàÿ îñòàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, è
çàìåòàåìûå åå äåôîðìàöèÿìè ïîäìíîãîîáðàçèÿ Zt â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãèïåðêýëåðîâûõ Xt, t ∈ Teichminz ãîìåîìîðôíû è ñòðàòèôèöèðîâàííî
äèôôåîìîðôíû, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, òåõ t, ÷òî ñîîòâåòñòâóþò
ìíîãîîáðàçèÿì ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì Ïèêàðà (ýòî èçîëèðîâàííûå òî÷-
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êè â Teichz). Ê òîìó æå äèôôåîìîðôèçìû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îíè
ñîõðàíÿþò ðàöèîíàëüíûå êðèâûå, à çíà÷èò, ñëîè ðàöèîíàëüíûõ ôàêòî-
ðîâ Zt áèìåðîìîðôíû.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò âåäåòñÿ ðàáîòà â òîì æå íàïðàâëåíèè, ïîñêîëü-
êó íåäàâíèå ðåçóëüòàòû Á. Áýêêåðà è Ê. Ëåíà (B. Bakker, Ch. Lehn: A
global Torelli theorem for singular symplectic varieties), ïî-âèäèìîìó, ïîç-
âîëÿþò ñóùåñòâåííî óñèëèòü íàøè. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì
ïðîñòîå îïèñàíèå ëîêóñîâ áèðàöèîíàëüíûõ ñòÿãèâàíèé íà ìíîãîîáðàçèÿõ
òèïà K3 ðàçìåðíîñòè 4 è 6 (ðàáîòà â ïðîöåññå).

Îá ýòèõ ðåçóëüòàòàõ äîêëàäûâàëîñü íà ðàçëè÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ, íà-
ïðèìåð, Complex foliations: dynamics and geometry, ICM Satellite, Íèòå-
ðîé (Áðàçèëèÿ), èþëü; INDAM workshop "Birational geometry and Moduli
Spaces Ðèì, èþíü; Constructions and Obstructions in Birational Geometry,
Ýäèíáóðã, íîÿáðü.

6.4 Ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

6.4.1 Àâòîìîðôèçìû ïðîåêòèâíûõ ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèé è CAT(0)-ïðîñòðàíñòâà

Ñîòðóäíèê Ëàáîðàòîðèè Í. Êóðíîñîâ, ñîâìåñòíî ñ Å. ßñèíñêèì, èçó-
÷àë ñâîéñòâà ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíûõ ãèïåðêýëåðîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé. Êàê ðàíåå äîêàçàë Îãèçî, ãðóïïû áèãîëîìîðôíûõ è áèìå-
ðîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ íåïðîåêòèâíûõ ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðà-
çèé êîíå÷íî-ïîðîæäåíû (ÿâëÿþòñÿ, áîëåå òîãî, ïî÷òè àáåëåâûìè ðàíãà
max(ρ(M) − 1, 1), ãäå ρ(M) � ÷èñëî Ïèêàðà). Â ñëó÷àå æå ïðîåêòèâ-
íûõ Îãèçî äîêàçàë àíàëîã àëüòåðíàòèâû Òèòñà, ÷òî ëèáî ãðóïïà ïî÷òè
àáåëåâà êîíå÷íîãî ðàíãà, ëèáî ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ íåêîììóòàòèâíóþ
ãðóïïó. Çàòåì Áóàññüå è Ñàðòè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Òîðåëëè, äîêàçàí-
íóþ Âåðáèöêèì, ïîêàçàëè, ÷òî ãðóïïà áèìåðîìîðôíûõ (áèðàöèîíàëü-
íûõ â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå) àâòîìîðôèçìîâ Bir(M) êîíå÷íî ïîðîæäå-
íà. Â ðàáîòå ñ Å. ßñèíñêèì Í. Êóðíîñîâ ñìîã äîêàçàòü ýòîò ôàêò, à
òàêæå êîíå÷íî-ïîðîæäåííîñòü ãðóïïû áèãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ
Aut(M), à òàêæå ðàçíûå ñâîéñòâà äëÿ íèõ, â òîì ÷èñëå óñèëåíèå àëüòåð-
íàòèâû Òèòñà, èñïîëüçóÿ CAT(0)-ïðîñòðàíñòâà. Êîíå÷íî-ïîðîæäåííîñòü
ãðóïïû Aut(M) íåçàâèñèìî äîêàçàíà Êàòòàíåî è Ôó ñ ïîìîùüþ äîêà-
çàòåëüñòâà Àìåðèê-Âåðáèöêîãî ãèïîòåçû Êàâàìàòû-Ìîððèñîíà äëÿ ãè-
ïåðêýëåðîâûõ ìíîãîáðàçèÿ è êëåéíîâûõ ãðóïï. Â íàøåé ðàáîòå ìû òàê-
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æå èñïîëüçîâàëè ðåçóëüòàò Àìåðèê-Âåðáèöêîãî, à èìåííî ñóùåñòâîâà-
íèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîëèýäðàëüíîãî äîìåíà ïðè äåéñòâèè Aut(M)
íà îáèëüíûé êîíóñ Amp(M) (è àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò Ìàðêìàíà äëÿ
Mov(M) â ñëó÷àå ãðóïïû Bir(M)).

Ñîãëàñíî Õîéáðåõòñó, ðåøåòêà Íåðîí-Ñåâåðè ïðîåêòèâíîãî ãèïåðê-
ýëåðîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãèïåðáîëè÷íà (è îáðàòíîå âåðíî) è èìååò ñèã-
íàòóðó (1, ρ(M) − 1), ïîýòîìó ìû ìîæåì ñâÿçàòü ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâîì
îäíó èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè ìîæåì èñïîëüçóÿ ïðîåê-
öèþ èç öåíòðà ïåðåâåñòè ãèïåðáîëîèä â øàð Ïóíêàðå, êîòîðûé ñàì ïî
ñåáå ÿâëÿåòñÿ CAT(0)-ïðîñòðàíñòâîì. Äàëåå âûêèäûâàÿ âîçìîæíî áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî ðåãèîíîâ ñ îðîêàñïàìè (ò.å. íàáîðîâ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îðîøàðîâ), ìû ìîæåì äîáèòüñÿ, ÷òîáû íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè øàðà Ïóàí-
êàðå íàøà ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ äåéñòâîâàëà íåïðåðûâíî ðàçðûâíî, è
ïðè íåîáõîäèìîñòè óìåíüøàÿ ðàäèóñ øàðîâ åùå, ìû ìîæåì ïîêàçàòü ÷òî
äåéñòâèå áóäåò êîêîìïàêòíî. Âàæíåéøèì ìîìåíòîì ýòîé êîíñòðóêöèè,
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü îáðàç îáèëüíîãî êîíóñà â øàðå
Ïóàíêàðå, âûðåçàâ óïîìÿíóòûå îðîêàñïû (âîçìîæíî åùå ðàç óìåíüøèâ
ðàäèóñ), ìû èìååì âûïóêëîå â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òå âíîâü CAT(0)-ïðîñòðàíñòâî.
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äåéñòâèå îñòàåòñÿ íåïðåðûâíî ðàçðûâíûì è êî-
êîìïàêòíûì. Èç ýòîãî ñëåäóþò âñå ñâîéñòâà êîíå÷íîñòè � êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííîñòü, êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï, à
òàêæå óñèëåííàÿ àëüòåðíàòèâà Òèòñà: Åñëè G ⊆ Bir(M) äëÿ ïðîåêòèâ-
íîãî ãèïåðêýëåðîâîãî M , òî îíà ëèáî ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ íåêîììóòà-
òèâíóþ ãðóïïó, ëèáî ïîäãðóïïó Zn êîíå÷íîãî èíäåêñà.

Áîëåå òîãî, èç äàííîé êîíñòðóêöèè ñëåäóåò, ÷òî ïîõîæèå ðåçóëüòàòû
ìîãóò èìåòü ìåñòî äëÿ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íåíà ãèïîòåçà Êàâàìàòà-Ìîððèñîíà, à òàêæå èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åíèÿ íà
b2(M) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó êîíñòàíòû Æîðäàíà ãðóïï àâòîìîðôèç-
ìîâ, â ñëó÷àå K3 ýòà îöåíêà èçâåñòíà è ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé (3840, ðåçóëüòàò
Êîíäî).

Òàêæå ñîâìåñòíî ñ À. Êóçíåöîâîé, Å. ßñèíñêèì, à òàêæå íàó÷íûì ðó-
êîâîäèòåëåì Ëàáîðàòîðèè Ô. Áîãîìîëîâûì, Í. Êóðíîñîâ ðàññìàòðèâàë
àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ íåêýëåðîâûõ ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé, îäíàêî, ñèòóàöèÿ òàì çàìåòíî ñëîæíåå, ïîñêîëüêó äëÿ ìíî-
ãîîáðàçèé Áîãîìîëîâà-Ãóàíà íåèçâåñòíû íè êîãîìîëîãèè â ðàçìåðíîñòè
áîëüøå äâóõ, íè ôîðìà Áîâèëëÿ-Áîãîìîëîâà-Ôóäæèêè.

Ðàáîòà îòïðàâëåíà â æóðíàë è äîñòóïíà íà ArXiv â êà÷åñòâå ïðå-
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ïðèíòà (1810.09730).

6.4.2 Ôîðìà ÁÁÔ äëÿ íåêýëåðîâûõ ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé

Ñîâìåñòíî ñ Ì. Âåðáèöêèì, Í. Êóðíîñîâ ïîêàçàë, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñèì-
ïëåêòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé íåêýëåðîâûõ ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé áåçïðåïÿòñòâåííî (òåîðåìà Áîãîìîëîâà-Òÿíà-Òîäîðîâà), èç ýòî-
ãî ìû ñìîãëè âûâåñòè íàëè÷èå ôîðìû Áîâèëëÿ-Áîãîìîëîâà-Ôóäæèêè
íà ìíîãîîáðàçèè Áîãîìîëîâà-Ãóàíà � ïðèìåðå îäíîñâÿçíîãî íåêýëåðî-
âîãî ãîëîìîðôíî-ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî
àíàëîãèè ñ îáîáùåííûì ìíîãîîáðàçèåì Êóììåðà, íî èç ïðèìàðíîé ïî-
âåðõíîñòè Êîäàèðû.

Â áëèæàéøåå âðåìÿ ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåðèòü íåâûðîæäåííîñòü ýòîé
ôîðìû è îïóáëèêîâàòü ýòè ðåçóëüòàòû.

6.4.3 Áàçà ëàãðàíæåâîãî ðàññëîåíèÿ äëÿ ãèïåðêýëåðîâîãî ÷å-
òûðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Ñîâìåñòíî ñ Ô. Áîãîìîëîâûì, Í. Êóðíîñîâ ïîêàçàë, ÷òî áàçà ëàãðàí-
æåâîãî ðàññëîåíèÿ ïðîåêòèâíîãî ãèïåðêýëåðîâîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ âñåãäà CP 2. Íåäàâíî, Îó ïîêàçàë, ÷òî åäèíñòâåííûì íåãëàä-
êèì (ãëàäêèå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñîãëàñíî
Õâàíãó) âîçìîæíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè
îäèí ñ îñîáåííîñòüþ E8. Íàì óäàëîñü èñêëþ÷èòü ýòîò ñëó÷àé, èñïîëüçóÿ
ëîêàëüíûå ñâîéñòâà è ñòðóêòóðó îñîáûõ ñëîåâ, ïîëó÷åííóþ Õâàíãîì è
Îãèçî.

Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé, òàê êàê äîêà-
çàòåëüñòâî Îó èñïîëüçóåò ïðîãðàììó ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé, êîòîðàÿ â
ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ çàìåòíî ñëîæíåå.

Ðàáîòà îòïðàâëåíà â æóðíàë è äîñòóïíà íà ArXiv â êà÷åñòâå ïðå-
ïðèíòà (1810.11011).

6.5 Ñåìåéñòâà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ñëîÿõ òâèñòîðíîé
ïðîåêöèè ãèïåðêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ãèïåðêýëåðîâûì, åñëè íà íåì ñó-
ùåñòâóþò òðîéêà èíòåãðèðóåìûõ ïî÷òè-êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð I, J,K,
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óäîâëåòâîðÿþùèõ êâàòåðíèîííûì ñîîòíîøåíèÿì I2 = J2 = K2 = −1,
IJ = −JI = K, è ìåòðèêà g, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâîé ïî îòíîøåíèþ ê
êàæäîé èç ýòèõ òðåõ ñòðóêòóð. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ aI+bJ+cK
ñ êîýôôèöåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè a2 + b2 + c2 = 1, òàêæå çàäàåò èí-
òåãðèðóåìóþ ïî÷òè-êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íàM , à ìåòðèêà g ÿâëÿåòñÿ
êýëåðîâîé ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ñòðóêòóðå. Ìíîæåñòâî ýòèõ èíäóöèðî-
âàííûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íàM òîïîëîãè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ
äâóìåðíóþ ñôåðó S2. Òâèñòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ãèïåðêýëåðîâà ìíîãî-
îáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå Tw(M) := M × S2,
ïàðàìåòðèçóþùåå èíäóöèðîâàííûå ñòðóêòóðû â òî÷êàõ M . Îòîæäåñòâ-
ëÿÿ S2 ñ CP1, íà òâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Tw(M) ìîæíî ïîñòðîèòü åñòå-
ñòâåííóþ ñòðóêòóðó êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ [2], äëÿ êîòîðîé ïðîåê-
öèÿ íà âòîðóþ êîîðäèíàòó π : Tw(M) → CP1 ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì
îòîáðàæåíèåì, à åãî ñëîè ñîîòâåòñòâóþò èíäóöèðîâàííûì êîìïëåêñíûì
ñòðóêòóðàì íà M . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç I ∈ CP1

ïðîèçâîëüíóþ èíäóöèðîâàííóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, à ñëîé π−1(I)
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç MI . Äëÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E íà M , îáî-
çíà÷èì ÷åðåç EI åãî îãðàíè÷åíèå íà MI = π−1(I).

Â ñòàòüå [1], Ä. Êàëåäèí è Ì. Âåðáèöêèé èçó÷àþò ãîëîìîðôíûå âåê-
òîðíûå ðàññëîåíèÿ E íà òâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Tw(M) êîìïàêòíî-
ãî ãèïåðêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ M êàê ñåìåéñòâà ðàññëîåíèé íà ñëîÿõ
MI = π−1(I) òâèñòîðíîé ïðîåêöèè π : Tw(M) → CP1. Â ÷àñòíîñòè, îíè
ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè îãðàíè÷åíèå EI íà îáùèé ñëîéMI òâèñòîðíîé ïðî-
åêöèè (â ñìûñëå òîïîëîãèè Çàðèññêîãî íà CP1) ñòàáèëüíî, òî è E ñòà-
áèëüíî êàê ðàññëîåíèå íà Tw(M). Â ðàáîòå [5] ïîêàçûâàåòñÿ ÷òî îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. À èìåííî, ñòðîèòñÿ ïðèìåð ãîëî-
ìîðôíîãî ðàññëîåíèÿ E ðàíãà 2 íà òâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Tw(M), ãäå
M � ïîâåðõíîñòü K3, êîòîðîå ñòàáèëüíî êàê ðàññëîåíèå íà Tw(M), íî âñå
îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà ñëîè ïðîåêöèè π : Tw(M) → CP1 íåñòàáèëü-
íû. Äàííûé ïðèìåð ñòðîèòñÿ êàê íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå
â Ext1(L,O(−1)), ãäå L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà Tw(M), âñå îãðàíè÷å-
íèÿ êîòîðîãî íà òâèñòîðíûå ïðÿìûå {m}×CP1 ⊂ Tw(M) òðèâèàëüíû, à
O(−1) åñòü îáðàòíûé îáðàç òàâòîëîãè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íà
CP1 ïî îòîáðàæåíèþ π : Tw(M)→ CP1.

Íà ñàìîì äåëå, èç äîêàçàòåëüñòâà âûøåóêàçàííîãî ðåçóëüòàòà î ñòà-
áèëüíîñòè ïîñëîéíî ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé E íà Tw(M) â ñòàòüå [1]
Êàëåäèíà è Âåðáèöêîãî ñëåäóåò áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. À èìåí-
íî, åñëè E ñòàáèëüíî îãðàíè÷èâàåòñÿ íà îáùèé ñëîé òâèñòîðíîé ïðî-
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åêöèè π : Tw(M) → CP1, òî îíî íåïðèâîäèìî, òî åñòü íå èìååò íåíó-
ëåâûõ ïîäïó÷êîâ ñòðîãî ìåíüøåãî ðàíãà. Èìååòñÿ ãèïîòåçà, ÷òî îáðàò-
íîå óòâåðæäåíèå ê ýòîé áîëåå ñèëüíîé âåðñèè ðåçóëüòàòà âåðíî. Â äàí-
íûé ìîìåíò äîêàçàí ñëåäóþùèé ÷àñòè÷íûé ðåçóëüòàò: äëÿ êîìïàêòíîãî
îäíîñâÿçíîãî ãèïåðêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ M , íåïðèâîäèìîå âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå E íà òâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Tw(M) ñòàáèëüíî îãðàíè÷è-
âàåòñÿ íà îáùèé ñëîé ïðîåêöèè π : Tw(M) → CP1 â ñëó÷àå åñëè ðàíã
E ðàâåí 2, 3, 5, 7 èëè 11, à òàêæå â îáùåì ñëó÷àå åñëè îãðàíè÷åíèå EI
íà îáùèé ñëîé π ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ðàññëîåíèåì, òî åñòü óäîâëåòâðîÿåò
óñëîâèþ Hom(EI , EI) = C. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà À. Òåëåìàíà îá îòêðûòîñòè ïî Çàðèññêîìó
óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè â ñåìåéñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé íà ôèê-
ñèðîâàííîì êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè [3] íà ñëó÷àé òâèñòîðíîé ïðî-
åêöèè π : Tw(M) → CP1, â ñëîÿõ êîòîðîé êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà
M âàðüèðóåòñÿ. Ñëåäóÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåïðèâîäè-
ìîå ðàññëîåíèå E íà Tw(M) íåñòàáèëüíî îãðàíè÷èâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ñëîåâ ïðîåêöèè π : Tw(M) → CP1, èç ÷åãî ââèäó âûøåóêàçàííî-
ãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî îíî íåñòàáèëüíî îãðàíè÷èâàåòñÿ íà âñå ñëîè
π. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî I ∈ CP1, îãðàíè÷åíèå EI íà MI äîïóñ-
êàåò äåñòàáèëèçèðóþùèå ïîäïó÷êè, è äàëüíåéøèé àðãóìåíò ñâîäèòñÿ ê
¾ñêëåèâàíèþ¿ ýòèõ ïîäïó÷êîâ â ãëîáàëüíûé ïîäïó÷îê E íà Tw(M), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè E. Äàííûé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí â ðà-
áîòå ñòàæåðà Ëàáîðàòîðèè Àðòóðà Òîìáåðãà [4].
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[5] À. Òîìáåðã, �Ïðèìåð ñòàáèëüíîãî, íî ïîñëîéíî íåñòàáèëüíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ íà òâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ãèïåðêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ�,
ïîÿâèòñÿ â Ìàòåìàòè÷åñêèõ çàìåòêàõ.

6.6 Ìíîãîîáðàçèÿ Èâàñàâû

Â 2018 ãîäó ñòàæåð Ëàáîðàòîðèè Â. Ðîãîâ çàùèòèë áàêàëàâðñêèé äè-
ïëîì ïîä ðóêîâîäñòâîì Ì.Ñ. Âåðáèöêîãî, ïîñâÿùåííûé êîìïëåêñíîé ãåî-
ìåòðèè ìíîãîîáðàçèé Èâàñàâû. Íà îñíîâå ýòîãî äèïëîìà áûëà íàïèñà-
íà ñòàòüÿ, ïðèíÿòàÿ ê ïóáëèêàöèè â æóðíàëå International Mathematics
Research Notices [R]. Êðîìå òîãî, ýòà ðàáîòà çàíÿëà II ìåñòî íà XXI êîí-
êóðñå èì. Àâãóñòà Ìåáèóñà â íîìèíàöèè ¾ ñòóäåíòû è àñïèðàíòû¿

Ìíîãîîáðàçèåì Èâàñàâû íàçûâàåòñÿ ôàêòîð ãðóïïû G óíèïîòåíò-
íûõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö 3× 3 ïî êîêîìïàêòíîé ðåøåòêå (êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà èíäóöèðîâàíà ñ åñòåñòâåííîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà G).

Ìíîãîîáðàçèÿ Èâàñàâû ýòî îäèí èç ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ êîìïëåêñ-
íûõ íèëüìíîãîîáðàçèé. Êîìïëåêñíîå íèëüìíîãîîáðàçèå ýòî êîìïàêòíîå
êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñíàáæåííîå òðàíçèòèâíûì äåéñòâèåì ñâÿç-
íîé îäíîñâÿçíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Ëè, ñîõðàíÿþùèì êîìïëåêñíóþ
ñòðóêòóðó.

Èçâåñòíî, ÷òî êîìïëåêñíîå íèëüìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò êýëåðîâó ìåò-
ðèêó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ òîðîì [REF]. Òàêèì îáðà-
çîì, êîìïëåêñíûå íèëüìíîãîîáðàçèÿ äàþò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ
íåêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â ñâîåé ðàáîòå Ðîãîâ èçó÷àë ñòðóêòóðó ãîëîìîðôíûõ ïîäìíîãîîáðà-
çèé â ìíîãîîáðàçèÿõ Èâàñàâû. Èì áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ
êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ â ìíîãîîáðàçèè Èâàñàâû ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
ïîäòîðå, à âñÿêàÿ ãëàäêàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèáî àáå-
ëåâûì ìíîãîîáðàçèåì, ëèáî íåàëãåáðàè÷åñêîé êýëåðîâîé ïîâåðõíîñòüþ,
äåôîðìàöèîííî ýêâèâàëåíòíîé ïðîèçâåäåíèþ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé è
êðèâîé îáùåãî òèïà.

Îñíîâíûì ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà áûëî èçó÷åíèå ãåîìåòðèè ïðî-
ñòðàíñòâà Äóàäè êðèâûõ íà ìíîãîîáðàçèè Èâàñàâû. Â ÷àñòíîñòè, áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Äóàäè êðèâûõ ìíîãîîáðàçèÿ Èâàñàâû áèìå-
ðîìîðôíî íåêîòîðîìó àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ.

Òåîðåìà Ôèíî, Ãðàí÷àðîâà è Âåðáèöêîãî óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêîå ãî-
ëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå èç íèëüìíîãîîáðàçèÿ â ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðà-
çèå ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç òîð ([FGV]). Èç ðàáîòû [R] ñëåäóåò äâîéñòâåííàÿ
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òåîðåìà äëÿ ìíîãîîáðàçèé Èâàñàâû: âñÿêàÿ ãîëîìîðôíàÿ èììåðñèÿ èç
ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ìíîãîîáðàçèå Èâàñàâû ïðîïóñ-
êàåòñÿ ÷åðåç òîð. Êðîìå òîãî, èç íåå ñëåäóåò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
ìíîãîîáðàçèÿ Èâàñàâû íå ÿâëÿþòñÿ êýëåðîâûìè, âñå èõ ñîáñòâåííûå ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ êýëåðîâû.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòè ðåçóëüòàòû íå ìîãóò áûòü îáîáùåíû. Òàê, â ìîíî-
ãðàôèè Âèíêåëüìàíà [W] ïðèâîäÿòñÿ êîíñòðóêöèè êðèâûõ â êîìïëåêñ-
íûõ íèëüìíîãîîáðàçèÿõ, íå ñîäåðæàùèõñÿ íè â êàêîì ñîáñòâåííîì ïîä-
ìíîãîîáðàçèè. Òîò ôàêò, ÷òî â ìíîãîîáðàçèÿõ Èâàñàâû òàêèõ êðèâûõ íå
áûâàåò, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

Ïîìèìî ýòîãî, â òîé æå ðàáîòå áûëà èçó÷åíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåò-
ðèÿ òîðîâ â ìíîãîîáðàçèÿõ Èâàñàâû. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ýëëèï-
òè÷åñêàÿ êðèâàÿ â äàííîì ìíîãîîáðàçèè Èâàñàâû îáëàäàåò (îäíèì è òåì
æå, çàâèñÿùèì îò ìíîãîîáðàçèÿ) êîìïëåêñíûì óìíîæåíèåì, à âñÿêàÿ
àáåëåâà ïîâåðõíîñòü â ìíîãîîáðàçèè Èâàñàâû èçîãåíè÷íà ïðîèçâåäåíèþ
äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ è èìååò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî Ïèêàðà.

Òàêæå â 2018 ãîäó âìåñòå ñ Ð. Äååâûì (Èíñòèòóò Êóðàíòà, Íüþ-
Éîðê) Â. Ðîãîâ çàíèìàëñÿ èññëåäîâàíèåì ïðîåêòèâíûõ ïîâåðõíîñòåé â
ïðîñòðàíñòâàõ óçëîâ òðåõìåðíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïðîñòðàí-
ñòâîì óçëîâ Kn(M) ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ ôàêòîð ïðî-
ñòðàíñòâà èììåðñèé èç S1 âM ïî äåéñòâèþ ãðóïïû ñîõðàíÿþùèõ îðèåí-
òàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êèì ìíîãîîáðàçèåì Ôðåøå. Â ñëó÷àå êîãäàM òðåõìåðíî, ðèìàíîâà ñòðóê-
òóðà íà M êàíîíè÷åñêè èíäóöèðóåò îïåðàòîð ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóê-
òóðû íà Kn(M) , ôîðìàëüíî èíòåãðèðóåìûé â ñìûñëå Íüþëàíäåðà-
Íèðåíáåðãà, è ñîãëàñîâàííóþ ñ íèì ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ñèì-
ïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìîæíî âûáðàòü öåëî÷èñëåííîé (ñì. íàïðèìåð
[Br])

Èç âñåãî ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå êîìïàêòíûå ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ óçëîâ òðåõìåðíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé,
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê êîòîðûì ñîõðàíÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì îïåðà-
òîðîì ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûìè êîìïëåêñ-
íûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèå Õîïôà
h : S3 → CP1. Eãî ñëîè ìîãóò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû êàê òî÷êè íà
ðàöèîíàëüíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå óçëîâ íà òðåõìåðíîé ñôåðå ñ êðóã-
ëîé ìåòðèêîé.

Äååâ è Ðîãîâ èçó÷àëè ãåîìåòðèþ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòî-
ðûå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê êîìïàêòíûå ãîëîìîðôíûå ñåìåéñòâà
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óçëîâ íà òðåõìåðíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñîáåííî èíòåðåñíûì
îêàçàëñÿ ñëó÷àé ïðîåêòèâíûõ ïîâåðõíîñòåé. Òàêèå ïîâåðõíîñòè îêàçû-
âàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè ñ òâèñòåðàìè ËåÁðþííà � êàíîíè÷åñêîé ÊÐ-
ñòðóêòóðîé íà ñôåðèçàöèè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ òðåõìåðíîãî êîí-
ôîðìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Â 2018 ãîäó Ðîãîâ ó÷àñòâîâàë â ëåòíåé øêîëå ïî òåîðèè Õîäæà â
Ìîñêâå è ëåòíåé øêîëå ïî íåêýëåðîâîé ãåîìåòðèè â ×åòðàðî, Èòàëèÿ.

Íàêîíåö, â 2018 ãîäó Â. Ðîãîâ ïðîäîëæàë ó÷àñòâîâàòü â îðãàíèçà-
öèè è ïðîâåäåíèè íàó÷íî-ó÷åáíîãî ñåìèíàðà �Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòó-
ðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ�. Îí ñäåëàë íà íåì íåñêîëüêî îáçîðíûõ äîêëàäîâ,
â òîì ÷èñëå äîêëàä î ñâÿçè ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé êîìïàêò-
íîãî êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ è åãî ãîëîìîðôíûì êîêàñàòåëüíûì ðàññëî-
åíèåì (îñíîâàí íà ðàáîòàõ Ä.Àðàïóðû, É. Áðþíáàðáà, Ô. Êàìïàíà, Á.
Êëèíãëåðà, Á.Òîòàðî è äðóãèõ).
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6.7 Òåîðåìû êîíå÷íîñòè äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé íàä
ëîêàëüíî-êîìïàêòíûìè ïîëÿìè

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G íà àëãåáðà-
è÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå îð-
áèò Áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû (ìàêñèìàëüíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû) íà òà-
êèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íàïðèìåð íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî îáó-
ñëîâëåíî òåì, ÷òî îðáèòû äåéñòâèÿ áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû íà ïîëíîì
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îäíîðîäíîì ìíîãîîáðàçèè (îáîáùåííîì ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ) íàä ïî-
ëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äàþò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Â 1986 Ý.Á.Âèíáåðãîì (è íåçàâèñèìî Ì.Áðèîíîì) äëÿ ñôåðè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé, òî åñòü äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèåì
ðåäóêòèâíîé ãðóïïû, îáëàäàþùèõ îòêðûòîé îðáèòîé áîðåëåâñêîé ïîä-
ãðóïïû, áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î êîíå÷íîñòè ÷èñëà îðáèò áîðåëåâñêîé
ïîäãðóïïû. Îáà äîêàçàòåëüñòâà áûëè îñíîâàíû íà òàê íàçûâàåìîé êîí-
ñòðóêöèè ñòÿãèâàíèÿ èëè ñïåöèàëèçàöèè ê îðèñôåðè÷åñêîìó ìíîãîîá-
ðàçèþ, ïîñòðîåííîé Â.Ë.Ïîïîâûì. Áîëåå òî÷íî, ïîñðåäñòâîì ýòîé êîí-
ñòðóêöèè, ñèòóàöèÿ ñâîäèëàñü ê èññëåäîâàíèþ îðáèò áîðåëåâñêîé ãðóïïû
íà îðèñôåðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (òî åñòü òàêîì, ÷òî ñòàáèëèçàòîð òî÷êè
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñîäåðæèò óíèïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó), íà êîòîðîì ýòè
îðáèòû óñòðîåíû ãîðàçäî ïðîùå è ìîãóò áûòü îïèñàíû íåïîñðåäñòâåí-
íî. Ïîçäíåå, îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ Ìàòñóêè, Ôðèäðèõ Êíîï ïðåäëîæèë
äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, îñíîâàííîå íà ðàçíåñåíèè B-îðáèò c
ïîìîùüþ ìèíèìàëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûõ ïîëåé ñóùåñòâóåò àíàëîã ïî-
íÿòèÿ ñôåðè÷íîñòè, ãäå ðîëü áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû èãðàåò ìèíèìàëü-
íàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, îïðåäåëåííàÿ íàä îñíîâíûì ïîëåì. Èòàê
ïóñòü G ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, îïðåäåëåííàÿ íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíó-
òûì ïîëåì k (íàïðèìåð ïîëåì âåùåñòâåííûõ èëè p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë),
äåéñòâóþùàÿ íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, îïðåäåëåííûì íàä k. È
ïóñòü P -ìèíèìàëüíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, îïðåäåëåííàÿ íàä ýòèì
ïîëåì (òî åñòü ñòàáèëèçàòîð ìàêñèìàëüíîãî k-ïëîòíîãî ïîëíîãî îäíîðîä-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ, äîìèíèðóþùåãî âñå ïîëíûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàí-
ñòâà äàííîé ãðóïïû). Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ k-ñôåðè÷åñêèì, åñëè P
èìååò â íåì îòêðûòóþ îðáèòó, è ìíîæåñòâî k-òî÷åê ïëîòíî ïî Çàðèñ-
ñêîìó. Îðáèòû ñ ïëîòíûì ïî Çàðèññêîìó ìíîæåñòâîì k-òî÷åê íàçîâåì
k-ïëîòíûìè. Â ñëó÷àå ñîâåðøåííûõ ïîëåé äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü íàëè÷èå
õîòÿ áû îäíîé òî÷êè íà îòêðûòîé k-îðáèòå.

Ñîâìåñòíî ñ Ô.Êíîïîì, ñîòðóäíèêîì Ëàáîðàòîðèè Â.Ñ.Æãóíîì äî-
êàçàíà òåîðåìà êîíå÷íîñòè äëÿ ìíîæåñòâà k-ïëîòíûõ P -îðáèò íà ñôåðè-
÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ ïîëåé. Ñîâñåì íåäàâíî
ïîÿâèëîñü äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
ïîëó÷åííîå â ðàáîòå Êíîïà, Êðåòöà, Ïåõåðà, Øëèõòðóëÿ 2017 ãîäà, îñíî-
âàííîå íà ïîëíîé êëàññèôèêàöèè ñôåðè÷åñêèõ ïîäãðóïï íàä âåùåñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè. Â îòëè÷èå îò ýòîé ðàáîòû, íàøå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ
êîíöåïòóàëüíûì è ïîäõîäèò äëÿ p-àäè÷åñêèõ ïîëåé, ãäå íå ÿñíî êàê ïî-
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äîéòè ê âîïðîñó êëàññèôèêàöèè.
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, ïî-

ñêîëüêó ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð ýêâèâàðèàíòíîãî âëîæåíèÿ àíèçîòðîï-
íîé ãðóïïû G ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì k-òî÷åê (â ýòîì ñëó÷àå, G ñîâ-
ïàäàåò ñî ñâîåé ìèíèìàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé) ãðàíèöà êî-
òîðîãî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò, îäíàêî íè íà îäíîé èç ýòèõ
îðáèò íå áóäåò k-òî÷åê.

Òàêæå íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå, ÷òî ñõåìà îðèãè-
íàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà Âèíáåðãà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî íåïîñðåä-
ñòâåííî â ýòîé ñèòóàöèè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äåôîðìàöèÿ ê îðèñôå-
ðè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà è íàä àëãåáðàè÷åñêè
íåçàìêíóòûì ïîëåì, ïîñðåäñòâîì âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåé Ãàëóà èíâà-
ðèàíòíîé ãðàäóèðîâêè àëãåáðû ôóíêöèé. Îäíàêî, ñîâåðøåííî íå ÿñíî,
êàêèì îáðàçîì ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå îðáèò ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì
k-òî÷åê. Ïîñëåäíèå îðáèòû ïîòåíöèàëüíî ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â îðáèòû
íå ÿâëÿþùèåñÿ k-ïëîòíûìè.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ìû îãðàíè÷èëèñü ëèøü ñëó÷àåì ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ
ïîëåé, ïîñêîëüêó ýòè ïîëÿ îáëàäàþò ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, à èìåí-
íî: åñëè ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì k èìååò ãëàäêóþ k-òî÷êó, òî îíî òàêæå
ñîäåðæèò ïëîòíîå ïî Çàðèññêîìó ìíîæåñòâî k-òî÷åê. À òàêæå ýòè ïî-
ëÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì (F ) ïî Ñåððó, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü
ìíîæåñòâà îðáèò ãðóïïû k-òî÷åê G íà ìíîæåñòâå k-òî÷åê åå îäíîðîäíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà. Â äàëüíåéøåì, ìû íàäååìñÿ èçáàâèòüñÿ îò ýòèõ îãðà-
íè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Òàêæå ìû ïëàíèðóåì ïîëó÷èòü àíàëîãè
òåîðåìû Âèíáåðãà î ïîâåäåíèè ñëîæíîñòè ïðè ïåðåõîäå ê çàìêíóòûì
k-ïëîòíûì P -èíâàðèàíòíûì ïîäìíîãîîáðàçèÿì.

Óïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòû ïðèíÿòû â ïå÷àòü è áóäóò îïóáëèêîâàíû â
ñòàòüå Â.Ñ.Æãóíà è Ô.Êíîïà �Ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï
íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûì ïîëåì è ñèëüíàÿ ñòàáèëüíîñòü äåéñòâèé
íà ôëàãîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ�, Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê.

6.8 Ïðåäåëû Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà. Ìîòèâíûé îáúåì.

Â 2018 ãîäó ñîòðóäíèê Ëàáîðàòîðèè Ä. Ñóñòðåòîâ çàíèìàëñÿ èññëåäî-
âàíèåì ñâÿçè ìåæäó êîëëàïñèðóþùèìè ïðåäåëàìè Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà
ñåìåéñòâ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ðîäà g ≥ 1 è ãåîìåòðèåé íåàðõèìåäî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü âûðîæäåíèÿ ñ ìîíîäðîìèåé ìàñè-
ìàëüíîãî ðàíãà óíèïîòåíòíîñòè è ñ ïëîñêîé ïñåâäîêýëåðîâîé ìåòðèêîé,
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òî åñòü ìåòðèêîé âèäà
i

2
Ω ∧ Ω̄, ãäå Ω ãîëîìîðôíàÿ ôîðìà, òî ïðåäåë

Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà ýëåìåíòîâ òàêîãî ñåéìåñòâà ñ ãåîäåçè÷åñêîé ìåòðè-
êîé íîðìàëèçîâàííîé òàê, ÷òî äèàìåòð ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà ðàâåí êîí-
ñòàíòå, ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ãðàôîì. Áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå ýòîãî
ãðàôà â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà Áåðêîâè÷à Xan, àññîöèèðîâàííîãî ñ âû-
ðîæäåíèåì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýòîò ìåòðè÷åñêèé ãðàô, íàäî âçÿòü ñêå-
ëåò Γ ïðîèçâîëüíûé ïîëóñòàáèëüíîé ìîäåëè X è ðàññìîòðåòü íà íåì
ôóíêöèþ âåñà, ñâÿçàííóþ ñ ôîðìîé Ω. Ýòà ôóíêöèÿ âåñà áûëà ââåäå-
íà Êîíöåâè÷åì è Ñîéáåëüìàíîì [KS04], åå ñâîéñòâà áûëè èññëåäîâàíû
Íèêýçîì è Ìóñòàöý [MN15], à òàêæå Òåìêèíûì [Tem16]. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî óïîìÿíóòûé ïðåäåë ãîìåîìîðôåí ôàêòîðó Γ ïî ñëåäóþùåìó îòíî-
øåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: äâå òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè
ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ïóòåì, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîãî ñ ìíîæåñòâîì ìèíè-
ìàëüíîñòè ôóíêöèè âåñà êîíå÷íî. Ìåòðèêà íà ôàêòîðå çàäàåòñÿ èñõîäÿ
èç åñòåñòâåííîé ìåòðèêè íà ñêåëåòå Γ, êîòîðàÿ ìîäèôèöèðóåòñÿ òàê, ÷òî
äëèíà ðåáðà Γ óìíîæàåòñÿ íà àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âåäóùåãî êîýôôè-
öèåíòà â ðàçëîæåíèè Ω â ðÿä â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñâÿçàííûõ ñ
ðåáðîì.

Ýòè ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â ïðåïðèíòå arXiv:1802.03818 è ãîòîâÿòñÿ
ê ïóáëèêàöèè.

Ä. Ñóñòðåòîâ òàêæå çàíèìàëñÿ èçó÷åíèåì ìîòèâíîãî îáúåìà íåàðõè-
ìåäîâûõ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé. Â ðàáîòå 2016 ãîäà [NPS16] Íèêýç, Ïýéí è Øðåòåð ñôîðìóëèðîâàëè
ãèïîòåçû ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè �óòî÷íåííûõ� (re�ned) òðîïè÷å-
ñêèõ êðàòíîñòåé êðèâûõ íà òîðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, ââåäåííûõ Áëîêîì
è Ãåòòøå. Èõ èíòåðïðåòàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êðàòíîñòè ñâÿçàíû
ñ ðîäàìè Õèðöåáðóõà ìîòèâíîãî îáúåìà ïîëóàëãåáðàè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
ÿêîáèàíîâ èëè ñõåì ãèëüáåðòà òî÷åê êðèâûõ ñ äàííîé òðîïèêàëèçàöèåé.

Òðîïè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ýòî êîìáèíàòîðíàÿ îïðåäåëÿåìàÿ êðàòíîñòü
òðîïèêàëèçàöèè êðèâîé, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èñ÷èñëèòåëü-
íî ãåîìåòðèè ìåòîäàìè òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òðîïèêàëèçàöèÿ êðèâîé
â àëãåáðàè÷åñêîì òîðå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì íåàðõèìåäîâûì ïî-
ëåì ýòî çàìûêàíèå â Rn îáðàçà êðèâîé ïîä ïîêîîðäèíàòíûì ïðèìåíèåì
îòîáðàæåíèÿ − log |·|, ñîãëàñíî òåîðåìå Áèåðè-Ãðîâñà, ýòî ðàöèîíàëüíûé
ïîëèýäðàëüíûé êîìïëåêñ ðàçìåðíîñòè 1, óäîâëåòâîðÿþùèé êîìáèíàòîð-
íîìó óñëîâèþ ñáàëàíñèðîâàííîñòè. Òðîïè÷åñêàÿ êðèâàÿ ýòî ïðîèçâîëü-
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íûé ïîëèýäðàëüíûé êîìïëåêñ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ñáàëàíñèðî-
âàííîñòì. Â ðÿäå çàäà÷ èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
ïîäñ÷åò àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ìîæíî çàìåíèòü ïîäñ÷åòîì òðîïè÷åñêèõ
êðèâûõ ñ êðàòíîñòÿìè, â ýòîì ñëó÷àå êðàòíîñòü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
êîëè÷åñòâî êðèâûõ ñ äàííîé òðîïèêàëèçàöèåé.

Ìîòèâíûé îáúåì ýòî ãîìîìîðôèçì èç êîëüöà Ãðîòåíäèêà ïîëóàë-
ãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðà-
è÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ïîëíûì ïî îòíîøåíèþ ê íåàðõèìåäîâó íîð-
ìèðîâàíèþ â êîëüöî Ãðîòåíäèêà ìíîãîîáðàçèé íàä ïîëåì âû÷åòîâ, êî-
òîðûé áûë ââåäåí Õðóùîâñêèì è Êàæäàíîì ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè
ìîäåëåé. Ýòîò ãîìîìîðôèçì ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àääèòèâíûå èíâàðè-
àíòû, òàêèå êàê ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà, ïîëèíîì Õîäæà-Äåëèíÿ, è â
÷àñòíîñòè, ðîä Õèðöåáðóõà, äëÿ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Â ñòà-
òüå [NPS16] ïðîâåðÿþò ñâîè ãèïîòåçû äëÿ êðèâûõ ðîäà 1 ïðè ïîìîùè
ïðÿìîãî ïîäñ÷åòà.

Ïðîâåðêà ýòèõ ãèïîòåç â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò ðàçðàáîòêè ñèñòåìàòè-
÷åñêèõ ñïîñîáîâ ïîäñ÷åòà ìîòèâíîãî îáúåìà è ðîäà Õèðöåáðóõà íåàðõè-
ìåäîâûõ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Óäàëîñü ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé
îáùèé ðåçóëüòàò: ìîòèâíûé îáúåì ñåìåéñòâ àáåëåâûõ ìíîãîîîáðçèé, äî-
ïóñêàþùèõ ïîñëîéíóþ óíèôîðìèçàöèþ (â ñìûñëå íåàðõèìåäîâîé àíàëè-
òè÷åñêîé ãåîìåòðèè) àëãåáðàè÷åñêèì òîðîì, ðàâåí íóëþ. Äîêàçàòåëüñòâî
èñïîëüçóåò èíâàðèàíòíîñòü ìîòèâíîãî îáúåìà ïîä áèåêöèÿìè, îïðåäå-
ëèìûìè â ðàñøèðåíèè òåîðèè àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé ñ íåàð-
õèìåäîâûì íîðìèðîâàíèåì ñóáàíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Ëèïøèöà è
Ðîáèíñîíà.

Ýòîò ðåçóëüòàò äîñòóïåí â ïðåïðèíòå arxiv:1805.04942 è ãîòîâèòñÿ ê
ïóáëèêàöèè.
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6.9 Êîãîìîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ èíâîëþöèé

Â òåîðèè ÷èñåë åñòü èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ðîòà î äèîôàíòîâûõ ïðèáëè-
æåíèÿõ, êîòîðàÿ, ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå
àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ìîæåò íå èìåòü áîëüøîãî ÷èñëà õîðîøèõ ðàöèî-
íàëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Áîëåå òî÷íî, Ðîò îïðåäåëèë ñïåöèàëüíûé êëàññ
÷èñåë, êîòîðûå ïëîõî ïðèáëèæàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, à çàòåì ïîêàçàë,
÷òî ïî÷òè âñå àëãåáðàè÷åñèå èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà ê ýòîìó êëàññó îò-
íîñÿòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà Ðîòà îáðàçóþò ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ ìîäóëÿðíîé ãðóïïû
SL(2,Z).

×èñëà Ðîòà èíòåðåñíû íå òîëüêî ñ àðèôìåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ -
îíè òàêæå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè êîãîìîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé, àñ-
ñîöèèðîâàííûõ ñ âðàùåíèåì Ra : Ra(x) = x + a îêðóæíîñòè T = R/Z:
a - ÷èñëî Ðîòà, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ âñåõ r, s : r > s + 1 > 1 è âñåõ
ôóíêöèé Φ èç êëàññà ãëàäêîñòè Cr íà îêðóæíîñòè T ñ íóëåâûì ñðåäíèì
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Ψ ∈ Cs(T) ñ íóëåâûì ñðåäíèì, òàêàÿ,
÷òî

Ψ−Ψ ◦Ra = Φ.

In 2005 Marmi, Moussa è Yoccoz äîêàçàëè àíàëîã òåîðåìû Ðîòà äëÿ
ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêîâ - îáîáùåíèÿ ïîâîðîòà, âîçíèêàþùåãî ïðè èçó-
÷åíèè îðèåíòèðóåìûõ èçìåðèìûõ ñëîåíèé íà ïîâåðõíîñòÿõ. Îíè îïðåäå-
ëèëè ïîíÿòèå ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ òèïà Ðîòà è äîêàçàëè äâà óòâåð-
æäåíèÿ: î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ î êîãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ýòîãî êëàññà è î ïîëíîé ìåðå ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêîâ òèïà Ðîòà â ïðî-
ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíèå êëàññà Ðîòà áûëî äàíî â
òåðìèíàõ èíäóêöèè Ðîçè äëÿ ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêîâ - ìàòðè÷íîãî àë-
ãîðèòìà, îáîáùàþùåãî àëãîðèòì Åâêëèäà.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Erwan Lanneau è Stefano Marmi, àññîöèèðî-
âàííûé ñîòðóäíèê Ëàáîðàòîðèè À. Ñêðèï÷åíêî îáîáùèëà ýòîò ðåçóëü-
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òàò äëÿ ëèíåéíûõ èíâîëþöèé - îòîáðàæåíèé, êîòîðûå, êàê è ïåðåêëàäû-
âàíèÿ, ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèåì ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà òðàíñâåðñàëü
äëÿ èçìåðèìûõ ñëîåíèé íà ïîâåðõíîñòè, íî òîëüêî â íåîðèåíòèðóåìîì
ñëó÷àå. Îïðåäåëåíèå êëàññà Ðîòà äàíî â òåðìèíàõ ïîëîæèòåëüíîé ãðóï-
ïû Ðîçè - Âè÷à äëÿ äèíàìè÷åñêè íåïðèâîäèìûõ ëèíåéíûõ èíâîëþöèé,
à êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ðàçðåøèìî êîãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíå-
íèå, âêëþ÷àåò èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèé ôóíêöèè, êîòî-
ðûå èìåþò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà êàæäîì îòðåçêå íåïðåðûâíîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé èíâîëþöèè.
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7 Çàêëþ÷åíèå: áèáëèîãðàôèÿ

Â çàêëþ÷åíèå îò÷åòà, ìû ïðèâîäèì ñïèñîê ïóáëèêàöèé ëàáîðàòîðèè, è
ñïèñîê ïðåïðèíòîâ, ïîäãîòîâëåííûõ ê ïå÷àòè.
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