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-ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé,

-àðèôìåòè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ,

-áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè,

-ãîìîëîãè÷åñêèå è ìîòèâíûå ìåòîäû â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè,

-ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè,

-êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ,

-ãèïåðêýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ñïåöèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Öåëü ïðîåêòà: èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ïîãðàíè÷íûõ

ñ íåé îáëàñòÿõ � òåîðèÿ ÷èñåë, äèôôåðåíöèàëüíàÿ è êîìïëåêñíàÿ ãåîìåòðèÿ, ãåîìåò-

ðè÷åñêèé àíàëèç.

Ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íîâûìè. Âîç-

ìîæíû ïðèëîæåíèÿ ê òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òåîðèè

÷èñåë è çàäà÷àì êëàññèôèêàöèè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çà îò÷åòíûé ïåðèîä (2022 ãîä) Ëàáîðàòîðèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è åå ïðè-

ëîæåíèé îðãàíèçîâàëà è/èëè ïðèíÿëà ó÷àñòèå â îðãàíèçàöèè äâóõ ìåæäóíàðîäíûõ êîí-

ôåðåíöèé:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Workshop on birational geometry�, 11.03.2022, îðãà-

íèçàòîðû Þðèé Ïðîõîðîâ è Êîíñòàíòèí Øðàìîâ, ôîðìàò ïðîâåäåíèÿ � îíëàéí.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ�, 28.07.2022-31.07.2022, îðãà-

íèçàòîðû Íèêîí Êóðíîñîâ è ÊîíñòàíòèíØðàìîâ, ôîðìàò ïðîâåäåíèÿ � îôôëàéí,

ñ òðàíñëÿöèåé â èíòåðíåò.

Â 2022 ãîäó óäàëîñü òàêæå ïðîâåñòè òðàäèöèîííóþ øêîëó �Àëãåáðà è ãåîìåò-

ðèÿ�. Øêîëà áûëà ñîâìåùåíà ñ êîíôåðåíöèåé, è ïðîâîäèëàñü â ïåðèîä ñ 28.07.2022 ïî

31.07.2022, óæå â îäèííàäöàòûé ðàç. Âñå ïðåäûäóùèå ãîäû øêîëà ïðîâîäèëàñü íà áàçå

ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì.Ê.Ä.Óøèíñêîãî, íî â

2022 ãîäó, ïî ôîðñ-ìàæîðíûì îáñòîÿòåëüñòâàì � ðåìîíò â çäàíèè ßðÃÏÓ � îíà áûëà

ïåðåíåñåíà â ã. Ñóçäàëü, è ïðîâîäèëàñü íà áàçå ÃÒÐÊ �Ñóçäàëü�. Â øêîëå ïðèíÿëè ó÷à-

ñòèå ïðèìåðíî 70 ñëóøàòåëåé ñî âñåé Ðîññèè, â òîì ÷èñëå áîëüøèå ãðóïïû ñëóøàòåëåé

èç Ìîñêâû, Ñ.-Ïåòåðáóðãà è Êðàñíîÿðñêà.

Â ñâÿçè ñ ïðîäîëæàþùåéñÿ ïàíäåìèåé COVID-19 è ñëîæíîé ìåæäóíàðîäíîé îá-

ñòàíîâêîé, â 2022 ãîäó âíîâü áûëè îòìåíåíû âèçèòû ó÷åíûõ � êîëëåã ëàáîðàòîðèè èç

ìèðîâûõ íàó÷íûõ è ó÷åáíûõ öåíòðîâ; ìíîãèå, îäíàêî, ïðèíèìàëè ó÷àñòèå â ðåãóëÿðíîì

íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ëàáîðàòîðèè â ðåæèìå îíëàéí.

Â òå÷åíèå ãîäà ïðîäîëæàë ðàáîòó íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ëàáîðàòî-

ðèè, êîòîðûé ïðîõîäèë â çàâèñèìîñòè îò ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè ëèáî â ñìåøàí-

íîì ôîðìàòå, ëèáî, îñîáåííî íà÷èíàÿ ñ ëåòà 2022 ãîäà, â îáû÷íîì îôôëàéí-ðåæèìå.

Ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � Íèêîí Êóðíîñîâ. Òàêæå ïðîäîëæàë ðàáîòó ñòóäåí÷åñêèé ñå-

ìèíàð ëàáîðàòîðèè �Ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ�. Âñÿ èíôîðìàöèÿ

î ñåìèíàðàõ ïóáëèêóåòñÿ íà ñòðàíèöå ëàáîðàòîðèè íà ïîðòàëå ÍÈÓ ÂØÝ (ag.hse.ru),

àíîíñû òàêæå ðàññûëàëèñü ïî ðàññûëêå ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è ëàáîðàòîðèè.

Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé â 2022 ãîäó ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè áûëî îïóá-

ëèêîâàíî 30 ñòàòåé â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ â áàçå äàííûõ Scopus è Web of Science,

21 ðàáîòà â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ WoS, èç íèõ â æóðíàëàõ êâàðòèëÿ Q1/Q2 � 12,

à èíäåêñèðîâàííûõ â ñèñòåìå Scopus � 29 ñòàòåé, èç íèõ â æóðíàëàõ êâàðòèëÿ Q1/Q2

� 26.

Íàñìîòðÿ íà ñëîæíóþ ìåæäóíàðîäíóþ ñèòóàöèþ, ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïðè-

íèìàëè ó÷àñòèå â ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ, ñåìèíàðàõ, âîðêøîïàõ, ãäå âûñòóïè-

ëè áîëåå ÷åì ñ 40 äîêëàäàìè, â êîòîðûõ ïðåäñòàâèëè ðåçóëüòàòû ñâîèõ èññëåäîâàíèé

â ëàáîðàòîðèè. Â ÷àñòíîñòè, ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè àêòèâíî ó÷àñòâîâàëè â êîíôå-

ðåíöèÿõ �Complex Geometry in Byurakan� (íà áàçå Áþðàêàíñêîé Àñòðîôèçè÷åñêîé Îá-

ñåðâàòîðèè â Àðìåíèè), �Advances in Algebra and Applications� (ã. Ìèíñê, Áåëàðóñü),
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�Non-commutative shapes� (ã. Àíòâåðïåí, Áåëüãèÿ), à òàêæå â öåëîì ðÿäå áîëüøèõ êîí-

ôåðåíöèé â Ìîñêâå, âêëþ÷àÿ Âòîðóþ Êîíôåðåíöèþ Ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðîâ Ðîññèè

â íîÿáðå 2022 ãîäà.

Â 2022 ãîäó ñîñòîÿëñÿ ìåæäóíàðîäíûé Ìàòåìàòè÷åñêèé Êîíãðåññ, ãëàâíàÿ ìè-

ðîâàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòèêå, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ðàç â ÷åòûðå ãîäà. Èç-çà ñëîæ-

íîé ìåæäóíàðîäíîé ñèòóàöèè, Êîíãðåññ, êîòîðûé èçíà÷àëüíî äîëæåí áûë ïðîéòè â

Ñ.-Ïåòåðáóðãå, ïðîøåë öåëèêîì â ðåæèìå îíëàéí. Îäíàêî ýòî íå ïîìåøàëî íàøèì ñòî-

ðóäíèêàì ïðèíÿòü â íåì ó÷àñòèå � Þ.Ã. Ïðîõîðîâ áûë ïðèãëàøåííûì äîêëàä÷èêîì

ïî ñåêöèè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à À.Ã. Êóçíåöîâ áûë ïðèãëàøåí íà Êîíãðåññ ñ

ïëåíàðíûì äîêëàäîì (ïîñëåäíèì ìû îñîáåííî ãîðäèìñÿ, ò.ê. ìàòåìàòèêîâ, êîòîðûì

âûïàäàëà òàêàÿ ÷åñòü, î÷åíü ìàëî).

Ñòàæåðû ëàáîðàòîðèè À. Êîíîâàëîâ è Ã. Êîíäûðåâ óñïåøíî çàùèòèëè êàíäèäàò-

ñêèå äèññåðòàöèè. Ó ñòàæåðîâ Ï. Îñèïîâà è Ë. Ãóñåâîé óñïåøíî ïðîøëè ïðåäçàùèòû;

çàùèòà Ï. Îñèïîâà îæèäàåòñÿ â äåêàáðå 2022 ãîäà.

Ñòàæåð ëàáîðàòîðèè Ñ. Àáðàìÿí áûë â ÷èñëå ïîáåäèòåëåé ïðåñòèæíîãî êîíêóðñà

�Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè�, ïðîõîäèâøåãî â êîíöå äåêàáðÿ 2021 ãîäà. Íàøè ñòàæåðû

òàêæå àêòèâíî ó÷àñòâîâàëè â äðóãîì âåñüìà ïðåñòèæíîì êîíêóðñå äëÿ ìîëîäûõ ìàòå-

ìàòèêîâ � à èìåííî, â êîíêóðñå ñòóäåí÷åñêèõ ðàáîò èìåíè À. Ìåáèóñà. Â êîíöå 2021

ãîäà ñòàæåðû ëàáîðàòîðèè Ñ. Àáðàìÿí è È. Ñïèðèäîíîâ ïîëó÷èëè íà ýòîì êîíêóðñå

ïðåìèè. Â 2022 ãîäó ôèíàë êîíêóðñà ïðîéäåò 3 äåêàáðÿ; èç 6 ôèíàëèñòîâ â ðàçäåëå

�Àñïèðàíòû è ñòóäåíòû�, òðîå � À. Âèêóëîâà, Þ. Ãîðãèíÿí è Ï. Îñèïîâ � ñòàæåðû

íàøåé ëàáîðàòîðèè.

Â 2022 ãîäó íà áàçå Ëàáîðàòîðèè ïðîäîëæèë ðàáîòó íàó÷íûé êîëëåêòèâ ïðîåêòà

ÐÍÔ �Àâòîìîðôèçìû àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé�, ïîä ðóêîâîäñòâîì Þðèÿ Ïðîõî-

ðîâà. Çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé Äìèòðèé Êàëåäèí ïðîäîëæàåò ðàáîòó íàä ïðîåêòîì

ÐÍÔ �Àëãåáðàè÷åñêàÿ K-òåîðèÿ, ìîòèâíûå ñòðóêòóðû è öèêëè÷åñêèå ãîìîëîãèè�, ïðî-

åêò ðåàëèçóåòñÿ íà áàçå ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ, ê ðàáîòå íàä ïðîåêòîì

ïðèâëå÷åí â ò.÷. ñòàæ¼ð Ëàáîðàòîðèè Àíäðåé Êîíîâàëîâ.

Ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïðîäîëæàëè âåñòè àêòèâíóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ ðàáîòó,

èìè áûëè ïðî÷èòàíû êóðñû íà ôàêóëüòåòå ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ, â Íåçàâèñèìîì

Ìîñêîâñêîì Óíèâåðñèòåòå, ÍÎÖ ÌÈÀÍ, Ñêîëòåõå, ïðîãðàììå Math in Moscow, íà øêî-

ëàõ äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ, ïðîâîäèìûõ êàê ëàáîðàòîðèåé, òàê

è êðóïíûìè ìåæäóíàðîäíûìè íàó÷íûìè è ó÷åáíûìè öåíòðàìè. ×àñòü êóðñîâ áûëà

ïðî÷èòàíà âïåðâûå.

Â ðàìêàõ ïðîãðàììû ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè ïî ïðèâëå÷åíèþ ëó÷øèõ àñïèðàí-

òîâ ê ïðåïîäàâàíèþ, íà ôàêóëüòåòå óñïåøíî ïðîäîëæèë ðàáîòó Ïàâåë Îñèïîâ (ñåìè-

íàðû ïî êóðñó Ìàòåìàòèêà, ÎÏ �Ôèëîñîôèÿ�).

Ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè áûëè ïîëó÷åíû çíà÷èòåëüíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû

ïî îñíîâíûì òåìàì, çàÿâëåííûì íà 2022 ãîä:

� Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè,
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� Ãîìîëîãè÷åñêèå è ìîòèâíûå ìåòîäû â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè,

� Êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ,

� Ñïåöèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðåçóëüòàòû ðàáîò ïî ýòèì òåìàì ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåãî îò÷åòà.
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1 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

1.1 Êàòåãîðíîå âïèòûâàíèå îñîáåííîñòåé

Â ðàáîòå ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè À. Êóçíåöîâà ñîâìåñòíîé ñ E. Øèíäåðîì áûëî

ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå êàòåãîðíîãî âïèòûâàíèÿ îñîáåííîñòåé è íàéäåíû ïåðâûå ïðèìåðû

âïèòûâàþùèõ ïîäêàòåãîðèé è èõ ïðèìåíåíèÿ.

Êàòåãîðíîå âïèòûâàíèå àíàëîãè÷íî êàòåãîðíîìó ðàçðåøåíèþ îñîáåííîñòåé ïî

ñóòè, íî ïðîòèâîïîëîæíî ïî ñïîñîáó ïîëó÷åíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî [19] êàòåãîðíûì ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé ñîáñòâåííîé

ñõåìû X íàçûâàåòñÿ òðîéêà (T ,π∗,π∗), ãäå T � ãëàäêàÿ è ñîáñòâåííàÿ òðèàíãóëèðî-

âàííàÿ êàòåãîðèÿ, à

π
∗ : Dperf(X)→ T π∗ : T → Db(X)

ïàðà òðèàíãóëèðîâàííûõ ôóíêòîðîâ, òàêèõ ÷òî

� π∗ ñîïðÿæåí ñëåâà ê π∗ è

� êîìïîçèöèÿ π∗ ◦π∗ èçîìîðôíà âëîæåíèþ Dperf(X) ↪→ Db(X).

Íàïðèìåð, åñëè ñõåìà X íåïðèâîäèìà, ïðèâåäåíà è èìååò ðàöèîíàëüíûå îñîáåí-

íîñòè, à π : X̃ → X � ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé â ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå (òî åñòü ñîá-

ñòâåííûé áèðàöèîíàëüíûé ìîðôèçì èç ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ), òî êàòåãîðèÿ Dperf(X̃)=

Db(X̃) âìåñòå ñ (ïðîèçâîäíûìè) ôóíêòîðàìè îáðàòíîãî è ïðÿìîãî îáðàçà

π
∗ : Dperf(X)→ Dperf(X̃) π∗ : Db(X̃)→ Db(X)

ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðíûì ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî â ðàáîòå [20]

áûëî ïîëó÷åíî çíà÷èòåëüíîå óñèëåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà: äëÿ ëþáîé îòäåëèìîé ñõåìû X

êîíå÷íîãî òèïà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 ïîñòðîåíî êàòåãîðíîå ðàçðåøåíèå îñîáåí-

íîñòåé T , ïðè÷åì òàê ÷òî êàòåãîðèÿ T èìååò ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå, êîìïî-

íåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè ìíîãîîáðàçèé, ñâÿçàííûõ ñ X .

Ïðî êàòåãîðíîå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ìîæíî äóìàòü êàê ïðî ïðîöåäóðó �çà-

ìåíÿþùóþ� ïàðó (Dperf(X),Db(X)) ñîñòîÿùóþ èç ñîáñòâåííîé íî íå ãëàäêîé êàòåãî-

ðèè Dperf(X) è ãëàäêîé íî íå ñîáñòâåííîé êàòåãîðèè Db(X) íà îäíó ãëàäêóþ è ñîáñòâåí-

íóþ êàòåãîðèþ T , êîòîðàÿ �áîëüøå� ÷åì êàæäàÿ èç íèõ. Ïðè êàòåãîðíîì âïèòûâàíèè,

íàîáîðîò, ïðîèõîäèò çàìåíà òîé æå ïàðû íà ãëàäêóþ è ñîáñòâåííóþ êàòåãîðèþ, êîòîðàÿ

�ìåíüøå� èñõîäíûõ. Âîò òî÷íîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1.1 ([21]). Òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ P ⊂ Db(X) âïèòûâàåò îñîáåííî-

ñòè ñõåìû X , åñëè îíà äîïóñòèìà (òî åñòü äîïîëíÿåòñÿ ñëåâà è ñïðàâà äî ïîëóîðòîãî-

íàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ), à îáà îðòîãîíàëà

⊥P, P⊥ ⊂ Db(X)

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè è ñîáñòâåííûìè êàòåãîðèÿìè.
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Â ñèëó äîïóñòèìîñòè êàòåãîðèè P åå îðòîãîíàëû ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó (ïî-

ñðåäñòâîì ôóíêòîðîâ ïåðåñòðîéêè ÷åðåç P) è ëþáîé èç íèõ êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ òîé

ñàìîé êàòåãîðèåé, �ìåíüøåé� ÷åì Dperf(X) è Db(X) è çàìåíÿþùåé èõ.

Òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì âïèòûâàþùåé êàòåãîðèè ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèÿ P =Db(X)

� ïðè ýòîì îáà îðòîãîíàëà ðàâíû íóëþ � íî ýòîò ïðèìåð, åñòåñòâåííî, íå ÿâëÿåòñÿ

èíòåðåñíûì. Íàïðîòèâ, æåëàòåëüíî íàéòè ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ âïèòûâàþùóþ êà-

òåãîðèþ. Â ðàáîòå [21] ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ òàêîãî ðîäà äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ îáûê-

íîâåííûìè äâîéíûìè òî÷êàìè. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà òàêàÿ òî÷êà

òîëüêî îäíà.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå ñ îäíîé îáûêíîâåííîé äâîéíîé òî÷êîé x0 ∈ X .

Ïóñòü π : X̃ → X � ðàçäóòèå òî÷êè x0, à E ⊂ X̃ � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð ðàçäó-

òèÿ (îí èçîìîðôåí ãëàäêîé êâàäðèêå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò èñêëþ÷èòåëüíîå

ðàññëîåíèå E íà X̃ , îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà E èçîìîðôíî ñïèíîðíîìó ðàññëîåíèþ.

Ïîëîæèì

P := π∗(E ), P := ⟨P⟩ ⊂ Db(X).

Òîãäà ïîäêàòåãîðèÿ P ⊂ Db(X) âïèòûâàåò îñîáåííîñòè X .

Îáúåêò P, ïîñòðîåííûé â òåîðåìå îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Âî-

ïåðâûõ, îí ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì Êîýí�Ìàêîëååâûì ïó÷êîì, ëîêàëüíî ñâîáîäíûì íà

ãëàäêîé ÷àñòè. Âî-âòîðûõ, àëãåáðà åãî ïðîèçâîäíûõ ýíäîìîðôèçìîâ èìååò âèä

Ext•(P,P)∼= k[θ ], deg(θ) = p+1,

ãäå p � ÷åòíîñòü ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ X (îáúåêòû ñ òàêîé àëãåáðîé ýíäîìîðôèç-

ìîâ íàçûâàþòñÿ P∞,p+1-îáúåêòàìè). Ïðè ýòîì ïîäêàòåãîðèÿ P ⊂ Db(X), ïîðîæä¼ííàÿ

îáúåêòîì P, ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ dg-ìîäóëåé

Db(k[ε]/ε
2), deg(ε) =−p,

íàçûâàåìîé êàòåãîðíîé îáûêíîâåííîé äâîéíîé òî÷êîé.

Âàæíûì ïðèìåíåíèåì âïèòûâàþùèõ êàòåãîðèé ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ P∞,p+1-

îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ãëàäêèõ è ñîáñòâåííûõ ñåìåéñòâ òðèàíãóëèðîâàííûõ êà-

òåãîðèé. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïðåäïî-

ëîæèì ÷òî X � ñîáñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ îäíîé îáûêíîâåííîé äâîéíîé òî÷êîé, à P

� P∞,p+1-îáúåêò, âïèòûâàþùèé îñîáåííîñòü. Ïóñòü òàêæå f : X → B � ñãëàæèâàíèå X ,

òî åñòü ìîðôèçì â ãëàäêóþ êðèâóþ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé o ∈ B, òàê ÷òî

� ìîðôèçì f : X → B ãëàäîê íàä ïðîêîëîòîé êðèâîé B\{o} (òî åñòü âíå öåíòðàëü-
íîãî ñëîÿ);

� òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî X ãëàäêî;

� öåíòðàëüíûé ñëîé Xo ⊂ X èçîìîðôåí X .
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Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç i : X ∼= Xo ↪→ X âëîæåíèå öåíòðàëüíîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè X íå÷åòíîìåðíî, òî îáúåêò i∗P ∈ Db(X ) èñêëþ÷èòåëåí, êàòåãîðèÿ

D := ⊥(i∗P)⊂ Db(X )

ÿâëÿåòñÿ B-ëèíåéíîé, à åå ñëîè èìåþò âèä

Db ≃

Db(Xb), åñëè b ̸= o,
⊥P⊂ Db(X), åñëè b = o.

Â ÷àñòíîñòè, D ãëàäêàÿ è ñîáñòâåííàÿ íàä B.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè X ÷åòíîìåðíî, òî ïîñëå ïåðåõîäà ê ýòàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè o ∈ B

íàéäåòñÿ äâóëèñòíîå íàêðûòèå Z → B ðàçâåòâëåííîå íàä {o} è ýòàëüíîå íàä B \ {o} è

B-ëèíåéíîå ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

Db(X ) = ⟨Db(Z),D⟩,

ïðè÷åì êîìïîíåíòà D ãëàäêàÿ è ñîáñòâåííàÿ íàä B. Áîëåå òîãî

Do ≃ ⊥P⊂ Db(X).

Îæèäàåòñÿ, ÷òî ó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ åñòü êðàñèâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðè-

ëîæåíèÿ.

1.2 Òîëñòûå ïîäêàòåãîðèè â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ãëàäêîé êðèâîé

Ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè À.Åëàãèí ñîâìåñòíî ñ Â.Ëóíöåì â ðàáîòå [12] èññëåäî-

âàë òîëñòûå ïîêàòåãîðèè â îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(coh(C)) êîãåðåíò-

íûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñå òàêèå íåòðèâèàëü-

íûå ïîäêàòåãîðèè, êîòîðûå êîíå÷íî ïîðîæäåíû, êîë÷àíîïîäîáíû, ò.å., ýêâèâàëåíòíû

ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè íèëüïîòåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî êîë÷àíà.

Ïóñòü Q � êîíå÷íûé êîë÷àí, k � ïîëå. Îïðåäåëèì D0(Q) êàê òîëñòóþ òðèàíãó-

ëèðîâàííóþ ïîäêàòåãîðèþ â D(Mod-kQ), ïîðîæä¼ííóþ ïðîñòûìè ìîäóëÿìè, ñîñðåäîòî-

÷åííûìè â âåðøèíàõ. Ðàâíîñèëüíî, ìîæíî îïðåäåëèòü D0(Q) êàê Db(mod0-kQ), îãðàíè-

÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ îò êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà,

íà êîòîðûõ ñòðåëêè äåéñòâóþò íèëüïîòåíòíî. Òðèàíãóëèðîâàííóþ êàòåãîðèþ íàçîâ¼ì

êîë÷àíîïîäîáíîé, åñëè îíà ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè D0(Q) äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî

êîë÷àíà Q. Îáúåêòû, îòâå÷àþùèå ïðè ýòîì îäíîìåðíûì ìîäóëÿì, ñîñðåäîòî÷åííûì â

âåðøèíàõ, íàçîâ¼ì âåðøèíîïîäîáíûìè.

Êîë÷àíîïîäîáíûå êàòåãîðèè îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Òàê, êîë-

÷àíîïîäîáíàÿ êàòåãîðèÿ ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè âåðøèíîïîäîáíûìè îáúåêòàìè êàê òðè-

àíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ (áåç âçÿòèÿ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ). Ëþáîé íåðàçëîæèìûé îáú-

åêò òàêîé êàòåãîðèè (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà) èìååò ôèëüòðàöèþ èç âåðøèíîïîäîáíûõ
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îáúåêòîâ, íàáîð êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í. Âñÿêàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ òîëñòàÿ

ïîäêàòåãîðèÿ â êîë÷àíîïîäîáíîé êàòåãîðèè òàêæå êîë÷àíîïîäîáíà.

Ïóñòü C � ñâÿçíàÿ ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ, à T ⊂ Db(coh(C)) � òîëñòàÿ

ïîäêàòåãîðèÿ. Êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêîé êðèâîé íàñëåäñòâåííà, ñëå-

äîâàòåëüíî T îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêèå êîãåðåíòíûå ïó÷êè îíà ñîäåðæèò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ̸= Db(coh(C)). Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ëîêàëèçàöèè è òîò ôàêò,

÷òî ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ ãëàäêîé àôôèííîé êðèâîé ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ëîêàëüíî

ñâîáîäíûì êîãåðåíòíûì ïó÷êîì, ìîæíî ïîêàçàòü ñëåóþùåå:

� ëèáî T ñîäåðæèò òîëüêî ïó÷êè êðó÷åíèÿ,

� ëèáî T ñîäåðæèò òîëüêî âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ.

Â ñëó÷àå (1) êàòåãîðèÿ T îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ êàê ñåìåéñòâî âñåõ êîìïëåêñîâ

ñ íîñèòåëåì â ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå çàìêíóòûõ òî÷åê êðèâîé C. Äëÿ êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà èç n òî÷åê òàêàÿ êàòåãîðèÿ êîë÷àíîïîäîáíà, ãäå êîë÷àí èìååò âèä îáúåäèíå-

íèÿ n êîïèé âåðøèíû ñ îäíîé ïåòëåé. Íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé (2). Áûëî ïîêà-

çàíî, ÷òî â ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé òîëñòîé ïîäêàòåãîðèè T ⊂ Db(coh(C)), êîòîðàÿ

íå ñîäåðæèò ïó÷êîâ êðó÷åíèÿ, ñóùåñòâóåò âåðøèíîïîäîáíûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ ðàñ-

ñëîåíèé: òàêîé íàáîð V1, . . . ,Vn, äëÿ êîòîðîãî

Hom(Vi,Vj) = k ·δij.

Ýòîò íàáîð ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíîñòü T ñ êàòåãîðèåé D0(Q), ãäå âåðøè-

íû 1, . . . ,n êîë÷àíà Q ñîîòâåòñòâóþò ðàññëîåíèÿì V1, . . . ,Vn, à ÷èñëî ñòðåëîê èç âåð-

øèíû i â âåðøèíó j îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà Ext1(Vj,Vi). Òåì ñàìûì,

âåðíà

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü T ⊂ Db(coh(C))� êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ òîëñòàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â ïðî-

èçâîäíîé êàòåãîðèè ñâÿçíîé ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C. Òîãäà T êîë÷àíîïîäîáíà.

Òàêæå áûë èññëåäîâàí âîïðîñ î òîì, êàêèå êîë÷àíîïîäîáíûå êàòåãîðèè ðåà-

ëèçóþòñÿ êàê òîëñòûå ïîäêàòåãîðèè â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïðîåêòèâíîé êðèâîé.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëåãêî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ðèìàíà�Ðîõà. À èìåííî,

ïóñòü V1, . . . ,Vn � êîë÷àíîïîäîáíûé íàáîð âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ïðîåêòèâíîé êðè-

âîé ðîäà g. Ïóñòü di è ri � ñòåïåíè è ðàíãè ýòèõ ðàññëîåíèé. Òîãäà

dim(Hom(Vj,Vi))−dim(Ext1(Vj,Vi)) = rirj

(
di
ri
−

dj
rj
−g+1

)
.

Ñîîòâåòñòâííî, ÷èñëî ñòðåëîê èç i â j â êîë÷àíå ðàâíî

Ai j = δi j − rir j

(
di

ri
−

d j

r j
−g+1

)
. (1.2.1)

Äëÿ ðîäà 0 åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé êîë÷àíîïîäîáíûé íàáîð ñîñòîèò èç îäíîãî

ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ. Äëÿ ðîäà 1 ôîðìóëà (1.2.1) äà¼ò íåîòðèöèàòåëüíûå çíà÷åíèÿ
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òîëüêî ïðè di
ri
=

d j
r j
äëÿ âñåõ i, j, è ïðè ýòîì Ai j = δi j. Òî åñòü, êàòåãîðèÿ T ýêâèâàëåíòíà

êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ ñ íîñèòåëåì â ìíîæåñòâå èç n çàìêíóòûõ òî÷åê. Äàëåå ðàññìîò-

ðèì èíòåðåñíûé ñëó÷àé êðèâîé ðîäà ≥ 2. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì:

Òåîðåìà 1.6. Êîë÷àíîïîäîáíàÿ êàòåãîðèÿ, çàäàííàÿ íàáîðîì êðàòíîñòåé Ai j ≥ 0 (i, j =

1, . . . ,n) ðåàëèçóåòñÿ íà ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé ðîäà g ≥ 2 êàê òîëñòàÿ ïîäêàòåãî-

ðèÿ áåç ïó÷êîâ êðó÷åíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ÷èñåë di ∈Z,
ri ∈ Z>0 âåðíû ðàâåíñòâà (1.2.1).

1.3 Ãðàññìàíèàí Êýëè

1.3.1 Âû÷åòíàÿ êàòåãîðèÿ

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè Ë. Ãóñåâîé áûëà èçó÷åíà âû÷åò-

íàÿ êàòåãîðèÿ ãðàññìàíèàíà Êýëè CG. Ãðàññìàíèàí Êýëè CG îïðåäåëÿåòñÿ êàê íóëè

îáùåé 4-ôîðìû λ ∈ Λ4V∨
7 â ãðàññìàíèàíå Gr(3,V7), ãäå V7 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè 7. Ðàíåå íà CG áûë ïîñòðîåí ïîëíûé ëåôøåöåâ íàáîð

O,U ∨,Λ2U ∨,(Λ2U ⊥/Λ
2U )∨,Σ2,1U ∨,

O(1),U ∨(1),Λ2U ∨(1),(Λ2U ⊥/Λ
2U )∨(1),

O(2),U ∨(2),Λ2U ∨(2),O(3),U ∨(3),Λ2U ∨(3), (1.3.1)

ãäå U ∨ è U ⊥ � äâîéñòâåííûå ê òàâòîëîãè÷åñêîìó ðàññëîåíèþ è ôàêòîð-ðàññëîåíèþ

íà Gr(3,V7) ñîîòâåòñòâåííî,

Σ
2,1U ∨ := (Λ2U ∨⊗U ∨)/O(1),

à ðàññëîåíèå (Λ2U ⊥/Λ2U )∨ ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 → Λ
2U

λ−→ Λ
2U ⊥ → Λ

2U ⊥/Λ
2U → 0.

Âû÷åòíàÿ êàòåãîðèÿ R äëÿ ïîëíîãî ëåôøåöåâà íàáîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îðòîãîíàë ê

åãî ïðÿìîóãîëüíîé ÷àñòè. Ïðÿìîóãîëüíàÿ ÷àñòü íàáîðà (1.3.1) ñîñòîèò èç 12 ðàññëîåíèé

⟨E,E(1),E(2),E(3)⟩,

ãäå E= ⟨O,U ∨,Λ2U ∨⟩.
Äëÿ íàáîðà (1.3.1) áûëî äîêàçàíî, ÷òî êàòåãîðèÿ R ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ïîëíî-

ñòüþ îðòîãîíàëüíûìè îáúåêòàìè

R = ⟨LE(Λ
2U ⊥/Λ

2U )∨,Σ2,1U ∨(−1),(Λ2U ⊥/Λ
2U )∨(−1)⟩,

ãäå LE � ôóíêòîð ïåðåñòðîéêè ÷åðåç íàáîð E. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ ãèïîòåçîé

Êóçíåöîâà�Ñìèðíîâà [22], êîòîðàÿ óòî÷íÿåò ãèïîòåçó Äóáðîâèíà äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôà-

íî ñ îäíîìåðíîé ãðóïïîé Ïèêàðà, è ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîëóïðîñòîòà ìàëûõ êâàíòîâûõ

êîãîìîëîãèé âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïîëíîãî ëåôøåöåâà íàáîðà ñ âû÷åòíîé êàòåãîðèåé,

ïîðîæäåííîé ïîëíîñòüþ îðòîãîíàëüíûìè îáúåêòàìè.
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1.3.2 Âûðîæäåíèÿ ãðàññìàíèàíà Êýëè è ïðèñîåäèíåííîãî ãðàññìàíèàíà

ãðóïïû G2

Êðîìå òîãî, áûëî èçó÷åíî âûðîæäåíèå ãðàññìàíèàíà Êýëè, êîòîðîå îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê íóëè C̃G íåîáùåé ôîðìû λ ′ ∈ Λ4V∨
7 íà Gr(3,V7), òî åñòü íóëè íåîáùåãî ñå÷å-

íèÿ H0(Gr(3,V7),U ⊥(1)). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî C̃G èìååò îáûêíîâåííûå äâîéíûå îñîáåí-

íîñòè âäîëü ïëîñêîñòè P(V4), ãäå V4 � ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, êàíîíè÷åñêè ñâÿ-

çàííîå ñ λ ′. Áûëî èçó÷åíî èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå íà êâàäðèêè â ðàçäóòèè BlP(V4)C̃G

ìíîãîîáðàçèÿ C̃G âäîëü ýòîé ïëîñêîñòè. Áîëåå òî÷íî, áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðàññëîåíèå íà

êâàäðèêè â BlP(V4)C̃G ïîëó÷àåòñÿ îïåðàöèåé ãèïåðáîëè÷åñêîé ðåäóêöèè èç êàíîíè÷å-

ñêîé êâàäðèêè Qλ ′ ⊂ P(V∨
4 ⊗ (V7/V4)), çàäàííîé ôîðìîé λ ′. Òàêæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî

ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ãðàññìàíèàíà Gr(4,V7), èíäóöèðîâàííîå 4-ôîðìîé λ ′, èìååò åäèí-

ñòâåííóþ îáûêíîâåííóþ äâîéíóþ òî÷êó, è ÷òî èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð ðàçäóòèÿ ýòîé

òî÷êè èçîìîðôåí êâàäðèêå Qλ ′ .

Òàêæå áûëî èçó÷åíî âûðîæäåíèå ïðèñîåäèíåííîãî ãðàññìàíèàíà ãðóïïû G2, êî-

òîðîå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê íóëè G̃ad
2 íåîáùåé 3-ôîðìû ν ∈ Λ3V∨

7

íà Gr(2,V7). À èìåííî, áûëî äîêàçàíî, ÷òî G̃ad
2 èìååò îáûêíîâåííûå äâîéíûå îñîáåí-

íîñòè âäîëü ïëîñêîñòè P(V3), ãäå V3 � òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, êàíîíè÷åñêè ñâÿçàí-

íîå ñ ν . Èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå íà êâàäðèêè â ðàçäóòèè BlP(V3)G̃
ad
2 ìíîãîîáðà-

çèÿ G̃ad
2 âäîëü ýòîé ïëîñêîñòè òàêæå ïîëó÷àåòñÿ îïåðàöèåé ãèïåðáîëè÷åñêîé ðåäóêöèè

èç êàíîíè÷åñêîé êâàäðèêè Qν ⊂ P(V∨
3 ⊗ (V7/V3)), çàäàííîé ôîðìîé ν . Áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå Gr(3,V7), èíäóöèðîâàííîå 3-ôîðìîé ν , èìååò åäèíñòâåííóþ

îáûêíîâåííóþ äâîéíóþ òî÷êó, è ÷òî èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð ðàçäóòèÿ ýòîé òî÷êè

èçîìîðôåí êâàäðèêå Qν .

1.4 Ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ìèòîç è åãî ïðèëîæåíèÿ

1.4.1 Ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ìèòîç

Ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè ðàçðàáîòàíà ïðîñòàÿ îïåðàöèÿ íà ãðàíÿõ ìíîãîãðàí-

íèêà (ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ìèòîç), êîòîðàÿ èìèòèðóåò äåéñòâèå îïåðàòîðîâ ðàç-

äåë¼ííûõ ðàçíîñòåé [18]. Êîíñòðóêöèÿ îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû [17], èíòåðïðåòèðóþ-

ùèå ôîðìóëó ïðîåêòèâèçàöèè ðàññëîåíèÿ äëÿ êîëüöà ×æîó ÷åðåç êîëüöî Ïóõëèêîâà�

Õîâàíñêîãî ñóììû Êýëè äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ. Â îòëè÷èå îò ðàíåå ðàçðàáîòàííîé îïå-

ðàöèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ìèòîçà [16], íîâàÿ îïåðàöèÿ îñíîâàíà íå íà òåîðèè ïðåäñòàâëå-

íèé è îïåðàòîðàõ Äåìàçþðà, à íà ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèõ èäåÿõ, ïîýòîìó óñòðîåíà ïðîùå

è ðàáîòàåò â áîëüøåé îáùíîñòè. Òàêæå îïèñàíû ïðèëîæåíèÿ íîâîé îïåðàöèè ê èñ÷èñëå-

íèþ Øóáåðòà â òèïàõ A è C â òåðìèíàõ ìíîãîãðàííèêîâ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Ýòî äà¼ò

åäèíîîáðàçíîå ïîñòðîåíèå ìèòîçà Êíóòñîíà�Ìèëëåðà (òèï A) è (óïðîù¼ííîãî) ìèòîçà

Ôóäæèòû (òèï C).

Ïóñòü P, Q ⊂ Rd � ýòî äâà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêà ïîëíîé ðàçìåðíîñòè. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ∆ := ∆(P,Q) ⊂ Rd ×R èõ ñóììó Êýëè P ∗Q, òî åñòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó
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ìíîæåñòâà

(P×0)∪ (Q×1).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü P è Q ñ ãèïåðãðàíÿìè P×0 è Q×1 â ∆. Îïåðà-

öèÿ ìèòîçà äåéñòâóåò òîëüêî íà òåõ ãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêà ∆, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â P

(�ãîðèçîíòàëüíûå ãðàíè�), è ïðîèçâîäèò ãðàíè, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â P.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Íàçîâ¼ì ãðàíü F ⊂ P äîïóñòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ãðàíü exp(F) ̸= F ñî ñâîéñòâîì

F = exp(F)∩P.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè F äîïóñòèìà, òî dimexp(F) = dimF +1. Ãðàíü exp(F)

â êàêîì-òî ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ãðàíè F èç P â ∆.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà ∆. Ýòî

ïîõîæå íà ïîíÿòèå òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé è ôîðìàëüíî îïðå-

äåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Äâå ãðàíè F è H ìíîãîãðàííèêà ∆ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè,

åñëè ïåðåñå÷åíèå F ∩H ëèáî ïóñòî, ëèáî

dim(F ∩H)< dim(F)+dim(H)−dim(∆).

Âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ìèòîçà íà äàííîé ãðàíè F ⊂ P ⊂ ∆

íå âñåãäà íóæíî ðàññìàòðèâàòü âåñü ìíîãîãðàííèê ∆ öåëèêîì. Âñ¼ äåéñòâèå ïðîèñõîäèò

â ãðàíè env(F)⊂ ∆, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòü Γ1,. . . , Γs � ýòî âñå ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà ∆, êîòîðûå ñî-

äåðæàò F . Ïîëîæèì

F i =
⋂
j ̸=i

Γ j.

Ñêàæåì, ÷òî ãèïåðãðàíü Γi íåóñòðàíèìà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðãðàíü Γ⊂∆, ÷òî Γ

è F íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, à Γ è F i � íå â îáùåì. Îïðåäåëèì ãðàíü env(F)⊂ ∆

êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ íåóñòðàíèìûõ ãèïåðãðàíåé. Åñëè ñðåäè Γ1,. . . , Γs íåò íåóñòðàíè-

ìûõ ãèïåðãðàíåé, òî env(F) = ∆.

Ïóñòü v ∈ P � ýòî âåðøèíà. Â îïðåäåëåíè ìèòîçà, äàííîì íèæå, ìû ðàññìàòðè-

âàåì òîëüêî òå ãðàíè ìíîãîãðàííèêîâ P è ∆, êîòîðûå ñîäåðæàò v. Áóäåì íàçûâàòü èõ

v-ãðàíÿìè. Â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèÿ ìèòîçà mitosisv(·) áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà v.

Ïóñòü F ⊂ P � ýòî äîïóñòèìàÿ v-ãðàíü ðàçìåðíîñòè ℓ. Ìû îïðåäåëèì mitosisv(F)

ãåîìåòðè÷åñêè êàê ìíîæåñòâî v-ãðàíåé {E1, . . . ,Ek} ðàçìåðíîñòè ℓ+ 1. Âñå ýòè ãðàíè

ëåæàò â env(F).

Îïðåäåëåíèå 1.10. ×òîáû v-ãðàíü Ei ⊂ env(F) âîøëà â mitosisv(F), òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå

äâóõ óñëîâèé:

� Ei ̸⊂ P, Q;
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� Ei ∩Q ⊂ exp(F)∩Q.

Ãðàíè â mitosisv(F) áóäåì íàçûâàòü ïîòîìêàìè ãðàíè F .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè exp(F) ⊂ env(F), òî exp(F) ñîäåðæèòñÿ â mitosisv(F), òàê êàê

îáà óñëîâèÿ àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå.

1.4.2 Ïðèëîæåíèÿ ê ìíîãîîáðàçèÿì ôëàãîâ â òèïå A è C

Åñëè îïåðàöèþ ïðîñòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìèòîçà ïðèìåíèòü ê ìíîãîãðàííèêó

Íüþòîíà�Îêóíüêîâà ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ (íàïðèìåð, ê ìíîãîãðàííèêó Ãåëüôàíäà�

Öåòëèíà), òî ïîëó÷èòñÿ âûïóêëî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ îïåðàòîðîâ ðàçäåë¼ííûõ

ðàçíîñòåé. Â ðàáîòå [15] òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷åíà äëÿ òèïîâ A è C ñ ïîìîùüþ äîâîëü-

íî ñëîæíîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è êîìáèíàòîðèêè. Ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ìèòîç

äà¼ò ïîõîæóþ ðåàëèçöèþ áîëåå ýëåìåíòàðíûì è óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì. Ïðè ýòîì

íóæíàÿ êîìáèíàòîðèêà ñàìà ñîáîé ïîëó÷àåòñÿ èç ãåîìåòðèè èñïîëüçóåìîãî ìíîãîãðàí-

íèêà, å¼ íå íóæíî óãàäûâàòü (îáû÷íî èìåííî ïîèñê ïîäõîäÿùåé êîìáèíàòîðèêè, îñî-

áåííî ïîëîæèòåëüíîé, ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííóþ ñëîæíîñòü â èñ÷èñëåíèè Øóáåðòà).

Äëÿ êðàòêîñòè ìû íèæå èñïîëüçóåì áåç ïîÿñíåíèé íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî èçâåñòíûå

òåðìèíû èç èñ÷èñëåíèÿ Øóáåðòà, îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [15].

1.4.3 Ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ìèòîç â òèïå An

Ïîëîæèì d := n(n+1)
2 . Òàáëèöåé Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà (ÃÖ) òèïà An íàçûâàåòñÿ

íàáîð êëåòîê, óñòðîåííûé êàê íà ðèñóíêå 1 (ñëåâà).

Ïóñòü λ := (λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn+1) � ýòî óáûâàþùèé íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Îòîæäåñòâèì òî÷êó

(x1
1,x

1
2, . . . ,x

1
n;x2

1, . . . ,x
2
n−1; . . . ;xn−1

1 ,xn−1
2 ;xn

1) ∈ Rd

ñ òàáëèöåé Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, ó êîòîðîé i-àÿ ñòðîêà çàïîëíåíà êîîðäèíàòà-

ìè (xi
1,x

i
2, . . . ,x

i
n−i+1) äëÿ 1 ≤ i ≤ n. Îïðåäåëèì ìíîãîãðàííèê Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà GZA

λ
⊂

Rd ñ ïîìîùüþ 2d íåðàâåíñòâ

xi−1
j ≥ xi

j ≥ xi−1
j+1

(ïîëîæèì x0
j := λ j).

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7

λ1 λ2 λ3 λ4 0

0

0

0

Ðèñóíîê 1 � Òàáëèöû Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â òèïå A6 (ñëåâà) è â òèïå C4 (ñïðàâà).
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Ïóñòü v ýòî âåðøèíà Êîãàíà ìíîãîãðàííèêà GZA
λ
. Â ÷àñòíîñòè, v-ãðàíè � ýòî â

òî÷íîñòè ãðàíè Êîãàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîãðàííèê GZA
λ
äëÿ λ = (n,n− 1, . . . ,1,0) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê ñóììó Êýëè äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ n ðàçíûìè ñïîñîáàìè. À èìåííî, ïóñòü Pi è Qi �

ýòî ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà GZA
λ
, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè x1

i = λi è x1
i = λi+1, ñîîò-

âåòñòâåííî. Òîãäà ∆(Pi,Qi) ñîâïàäàåò ñ GZA
λ
ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

Î÷åâèäíî, v ∈ P1,. . . , Pn. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü n ðàçíûõ îïåðàöèé ìè-

òîçà mitosisv
1,. . . , mitosisv

n íà ãðàíÿõ Êîãàíà ìíîãîãðàííèêà GZA
λ
.

Íàïîìíèì, ÷òî êàæäóþ ãðàíü Êîãàíà F ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàáëèöåé ÃÖ, ÷à-

ñòè÷íî çàïîëíåííîé çíàêàìè +. À èìåííî, åñëè F ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè {xi−1
j = xi

j},
òî ïîñòàâèì + â êëåòêó (i, j) (òî åñòü â j-óþ êëåòêó â i-îé ñòðîêå). Åñëè íåò, òî êëåò-

êà (i, j) îñòà¼òñÿ ïóñòîé. Ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà ÃÖ, çàïîëíåííàÿ çíàêàìè + íàçûâàåòñÿ

äèàãðàììîé ãðàíè F è îáîçíà÷àåòñÿ D(F).

Îïðåäåëèì áèåêöèþ ìåæäó ïàéï äðèìàìè â òèïå An è äèàãðàììàìè ãðàíåé Êî-

ãàíà ìíîãîãðàííèêà GZA
λ
, îòîæäåñòâèâ êëåòêó (i, j) â òàáëèöå ÃÖ ñ êëåòêîé ( j, i) â ïàéï

äðèìå. Áèåêöèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñóíêå 2 (ñëåâà). Âïèøåì ñëîâà �GELFAND

ZETLIN POLYTOPE� (áåç ïðîáåëîâ) â ïàéï äðèì òèïà A6 îáû÷íûì ñïîîáîì (òî åñòü ñ

âåðõíåé ñòðîêè ê íèæíåé è ñëåâà íàïðàâî â êàæäîé ñòðîêå). Ïîñëå ïåðåõîäà ê òàáëèöå

ÃÖ ñëîâà ïðåîáðàçóþòñÿ â íàáîð áóêâ íà ðèñóíêå 2 (ñëåâà).

G
E
L
F
A
N

D
Z
E
T
L

I
N
P
O

L
Y
T

O
P
E

S H C U
BER

T C A
LC

U L
U
S

Ðèñóíîê 2 � Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òàáëèöàìè Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà è ïàéï äðèìàìè â

òèïå A6 (ñëåâà) è â òèïå C4 (ñïðàâà).

Èñïîëüçóÿ áèåêöèþ ìåæäó ïàéï äðèìàìè è òàáëèöàìè ÃÖ, ìû ìîæåì ïåðåíåñòè

êîìáèíàòîðíûå îïåðàöèè ìèòîçà Êíóòñîíà�Ìèëëåðà MA
1 ,. . . , MA

n ñ ïàéï äðèìîâ íà ÃÖ

òàáëèöû.

Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü F ⊂ GZA
λ
� ýòî ïðèâåä¼ííàÿ ãðàíü Êîãàíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó

äèàãðàììû D(F) åñòü + â êëåòêå (1, i) è íåò + â êëåòêå (1, i+ 1). Òîãäà mitosisv
i (F)

ñîñòîèò èç ãðàíåé Êîãàíà, äèàãðàììû êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ èç D(F) êîìáèíàòîðíûìè

îïåðàöèÿìè ìèòîçà MA
i íà ÃÖ òàáëèöàõ.

1.4.4 Ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ìèòîç â òèïå Cn

Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàáîòàåò è â òèïå C. Ìû îïóñòèì òå äåòàëè, êîòîðûå

íå îòëè÷àþòñÿ îò òèïà A è îòìåòèì òîëüêî óíèêàëüíûå îñîáåííîñòè òèïà C. Ïîëî-

æèì d = n2, è ïîëîæèì λ := (λ1 ≥ λ2 ≥ . . .≥ λn ≥ 0). Òàáëèöà ÃÖ òèïà Cn îïðåäåëÿåòñÿ
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â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 1 (ñïðàâà). Ìíîãîãðàííèê GZC
λ
⊂ Rd îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ 2d íåðàâåíñòâ ïî òîìó æå ïðèíöèïó, ÷òî è â òèïå A, òîëüêî äëÿ òàáëèöû ÃÖ òèïàC.

Ñíîâà ìíîãîãðàííèê GZC
λ
äëÿ λ = (n,n− 1, . . . ,0) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó Êýëè

äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ n ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Ïóñòü v � ýòî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ âåðøèíà Êîãàíà ìíîãîãðàííèêà GZC
λ
(ñì. [15,

Section 6]). Ñíîâà èìååì n îïåðàöèé ìèòîçà mitosisv
1,. . . , mitosisv

n, äåéñòâóþùèõ íà ñèì-

ïëåêòè÷åñêèõ ãðàíÿõ Êîãàíà (òî åñòü íà v-ãðàíÿõ).

Îïðåäåëèì áèåêöèþ ìåæäó êîñûìè ïàéï äðèìàìè è äèàãðàììàìè ãðàíåé Êîãà-

íà êàê â ðàáîòå [15, Section 6]. Íàïðèìåð, åñëè âïèñàòü ñëîâà �SCHUBERT CALCULUS�

(áåç ïðîáåëîâ) â êîñîé ïàéï äðèìC4 îáû÷íûì ñïîñîáîì, òî îíè ïðåîáðàçóþòñÿ â áóñòðî-

ôåäîí â òàáëèöå ÃÖ òèïà C4 íà ðèñóíêå 2 (ñïðàâà). Ñíîâà ïåðåíîñèì êîìáèíàòîðíûå

îïåðàöèè (óïðîù¼ííîãî) ìèòîçà Ôóäæèòû MC
1 ,. . . , MC

n ñ êîñûõ ïàéï äðèìîâ íà òàáëèöû

ÃÖ â òèïå Cn.

Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü F ⊂ GZC � ýòî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðàíü Êîãàíà.

� Åñëè ó äèàãðàììû D(F) åñòü + â êëåòêå (1,n), è íåò + â êëåòêå (2,n − 1),

òî mitosisv
1(F) ñîñòîèò èç ãðàíåé, äèàãðàììû êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ èç D(F) ïðèìå-

íåíèåì MC
1 ;

� Ïóñòü i = 2,. . . , n. Åñëè ó D(F) åñòü + â êëåòêå (1,n− i+1), è íåò + â êëåòêå (1,n−
i+2), òî mitosisv

i (F) ñîñòîèò èç ãðàíåé, äèàãðàììû êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ èç D(F)

ïðèìåíåíèåì MC
i ;

Â îòëè÷èå îò òèïà A, ìîæíî íå òðåáîâàòü, ÷òîáû F áûëà ïðèâåä¼ííîé.

1.5 Ïðèìåíåíèå êàòåãîðíûõ è àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ê

ðàçëè÷íûì âîïðîñàì àëãåáðû è êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè

Îäíî èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â 2022 ãîäó áûëî ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèÿì

ãîìîòîïîâ àññîöèàòèâíûõ è íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð.

Íàïîìíèì, ÷òî îáùåå ïîíÿòèå ãîìîòîïèè àëãåáð (âîîáùå ãîâîðÿ íåàññîöèàòèâ-

íûõ) ìîæíî ïîíèìàòü êàê îáîáùåíèå ãîìîìîðôèçìà: à èìåííî, ïóñòü åñòü äâå àëãåá-

ðû (A,⋆) è (B, ·), òîãäà ãîìîòîïèÿ � ýòî òðè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿ f1, f2, f3 : A → B,

òàêèõ ÷òî

f1(a⋆a′) = f2(a) · f3(a′)

äëÿ ëþáûõ a,a′ ∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå B íàçîâåì ãîìîòîïîì A. Åñëè ïîòðåáîâàòü áèåêòèâ-

íîñòü fi, i = 1,2,3, òî ãîìîòîïèÿ íàçûâàåòñÿ èçîòîïèåé.

×àñòíûì ñëó÷àåì ãîìîòîïà ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé x-ãîìîòîï: çàôèêñèðó-

åì x ∈ A, òîãäà â àëãåáðå A ìîæíî ââåñòè íîâóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äâóìÿ ðàçíûìè

ñïîñîáàìè:

a ·Lx a′ = (a⋆ x)⋆a′

19



(òàê íàçûâàåìûé ëåâûé ãîìîòîï) è

a ·Rx a′ = a⋆ (x⋆a′)

(ïðàâûé ãîìîòîï). Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ëåâûå è ïðàâûå ãîìîòîïû

ñîâïàäàþò.

Îòìåòèì ñâÿçü ãîìîòîïîâ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ òàê íàçûâàåìîé ñêëåéêîé àáå-

ëåâûõ êàòåãîðèé. Â 1982-ì ãîäó â ñòàòüå Áåéëèíñîíà, Áåðíøòåéíà è Äåëèíÿ [3] ïðè

èçó÷åíèè ïðåâðàòíûõ ïó÷êîâ, áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå �ñêëåéêè� òðèàíãóëèðîâàííûõ êà-

òåãîðèé. Äàëåå, â 1986 ãîäó Ìàêôåðñîí è Âèëîíåí ðàññìîòðåëè �ñêëåéêó� àáåëåâûõ

êàòåãîðèé. Ñëåäóÿ Ïñàðóäàêèñó ([23]) ââåäåì ïîíÿòèå �ñêëåéêè� (recollement) àáåëåâûõ

êàòåãîðèé. À èìåííî, �ñêëåéêà� � òðîéêà àáåëåâûõ êàòåãîðèé (A ,B,C ) è íàáîð ôóíê-

òîðîâ: i : A → B, e : B → C è ñîïðÿæåííûõ ê íèì: q : B → A , p : B → A è l : C → B

è r : C → B, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ôóíêòîðû i, l,r � ñòðîãî òî÷íûå

è îáðàç i ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì e. Â ÷àñòíîñòè, ïðè äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà

àáåëåâû êàòåãîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè òîæå áó-

äóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì �ñêëåéêè� òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé. Ýòî ïîçâîëèëî

ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïðîâåðêó óñëîâèé �ñêëåéêè� è ïîëó÷èòü îöåíêè ãîìîëîãè÷åñêèõ

ðàçìåðíîñòåé êàòåãîðèè B ÷åðåç A è C .

Ôàêòè÷åñêè, �ñêëåéêà� àáåëåâûõ êàòåãîðèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñëåäóþùåé èç-

âåñòíîé ñèòóàöèè: ïóñòü ó íàñ åñòü àëãåáðà R è t � èäåìïîòåíò â R. Òîãäà A =

(R/RtR)-Mod, B = R-Mod è C = (tRt)-Mod.

Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ è ïðè èçó÷åíèè ãîìîòîïîâ àññîöèàòèâíûõ àë-

ãåáð. À èìåííî, ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé R è ôèêñèðóåì ýëå-

ìåíò x ∈ R. Êàê ìû óæå çíàåì, ìîæíî ââåñòè íîâóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà ïðîñòðàí-

ñòâå R: r1 ·x r2 = r1xr2. Íîâàÿ àëãåáðà ìîæåò íå ñîäåðæàòü åäèíèöó, ïîýòîìó äîáàâèì åå

âíåøíèì îáðàçîì � ïîëó÷èì àëãåáðó R̂x.

Â ðàáîòå [10] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ àññîöèàòèâíîé k-àëãåáðû R êàòåãîðèÿ ìî-

äóëåé ãîìîòîïà R̂x-Mod ÿâëÿåòñÿ �ñêëåéêîé� êàòåãîðèé R-Mod è k-Mod â ñëó÷àå �ïðà-

âèëüíîãî� âûáîðà ýëåìåíòà x. Óñëîâèå �ïðàâèëüíîãî� âûáîðà ñëåäóþùèå: RxR = R è R

êàê ëåâûé è ïðàâûé R̂x-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì. Òàêîé âûáîð ýëåìåíòà íàçûâà-

åòñÿ õîðîøî-òåìïåðèðîâàííûì. Â ýòîì ñëó÷àå åñòü åñòåñòâåííûå îöåíêè íà ãëîáàëüíóþ

ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü R̂x-Mod ÷åðåç ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü R-Mod.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ãîìîòîïîâ äîâîëüíî åñòåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ òàêèå

âîïðîñû:

� ñêîëüêî ãîìîòîïîâ (ñ òî÷íîñòè äî èçîòîïèè) èìååò îáùàÿ íåàññîöèàòèâíàÿ àëãåá-

ðà?

� Åñòü ëè àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, èìåþùàÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ x-

ãîìîòîïîâ?

Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû áûëè ïîëó÷åíû â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñîòðóäíèêîâ ëàáî-

ðàòîðèè È. Æäàíîâñêîãî è Ñ. Ãóìèíîâà [13]. À èìåííî, â ñëó÷àå ïåðâîãî âîïðîñà áûëè
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èçó÷åíû äåòåðìèíàíòíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè, åñòåñòâåííî ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ðàññìîò-

ðåíèè óìíîæåíèÿ â àëãåáðå êàê òåíçîðà. Áûëè ïåðåôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ èçîòîïè÷-

íîñòè àëãåáð â òåðìèíàõ ýòèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé è â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ îòâåò

íà ïåðâûé âîïðîñ òàêîé: íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè 4, ó îáùåé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåèçîòîïíûõ ãîìîòîïîâ. Äàëåå, â ñëó÷àå àññîöèàòèâíûõ àëãåá óäà-

ëîñü ïîñòðîèòü ïðèìåð 13-ìåðíîé àëãåáðû, èìåþùåé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ

x-ãîìîòîïîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ãîìîòîïû àññîöèàòèâíûõ àëãåáð åñòåñòâåííî ïîÿâëÿþòñÿ â ñâÿçè

ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè è ôèçèêè: ñðåäè êîòîðûõ, êëàññèôèêàöèÿ êîí-

ôèãóðàöèé ïðÿìûõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñàíèå îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæå-

íèé ïðîñòûõ àëãåáð Ëè, äèñêðåòíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç íà ãðàôàõ, êëàññèôèêàöèÿ

âçàèìíî-íåñìåùåííûõ áàçèñîâ, èìåþùàÿ áîëüøîå ïðèìåíåíèå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

è êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè, îïèñàíèå ïðåâðàòíûõ ïó÷êîâ íà ñòðàòèôèöèðóåìûõ

òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé êâàçè-íàñëåäñòâåííûõ àëãåáð è

ò.ä.

Âòîðûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëèñü ïðèëîæåíèå òåîðèè ãîìîòîïîâ, àëãåá-

ðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ê âîïðîñàì êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìà-

öèè. Âîïðîñ â ñàìîé êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè çâó÷èò òàê. Ïóñòü åñòü äâå ïîë-

íûå ïðîåêòîðíî-çíà÷íûå ìåðû â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâåííî, åñòü äâà íà-

áîðà n ðàçëè÷íûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé ìåðå: |ψi >, i = 1, ...,n

è |φi >, i = 1, ...,n ñîîòâåòñòâåííî. Çàôèêñèðóåì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îò |ψi > â |φ j >.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïðîåêòîðíî-çíà÷íûõ ìåð (ñ òî÷íîñòüþ äî óíèòàðíîé ýêâèâàëåíò-

íîñòè) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ âåðîÿòíîñòåé?

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è âûãëÿäèò òàê. Ïóñòü åñòü äâà ïîëíûõ íà-

áîðà îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ p1, ..., pn è q1, ...,qn ðàíãà 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ

íàáîðîâ ïðè ôèêñèðîâàííûõ Tr(piq j)?

Äëÿ îáùèõ çíà÷åíèé ñëåäîâ, çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ â ìàëûõ ðàçìåð-

íîñòÿõ: ïðè n = 2 � 1 ïàðà, n = 3 � 2 ïàðû, n = 4 � 12 ïàð. Èçó÷àëèñü ðàçëè÷íûå

ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè ïîÿâëÿþùèåñÿ â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è â ìàëûõ ðàçìåðíî-

ñòÿõ.

1.6 Ìîäóëü ðåíîðìàëèçàöèè ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [4] ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè Â. Òèìîðèíà ñ À. Áëîõîì, Ã. Ëå-

âèíûì è Ë. Îâåðñòèãåíîì ïîëó÷åíû, ïðè âåñüìà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, îöåíêè ñâåðõó

íà ìîäóëü ðåíîðìàëèçàöèè ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f : P1
C → P1

C äîïóñêàåò ðåíîðìàëèçàöèþ

ïåðèîäà q, åñëè íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå f q : U → V ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíûì

îòîáðàæåíèåì ñî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì Æþëèà, òî åñòü U , W ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ

òîïîëîãè÷åñêèå äèñêè, U êîìïàêòíî âëîæåí â V , îòîáðàæåíèå f q : U →V ñîáñòâåííîå,

è âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ f q â U âîçâðàùàþòñÿ â U ïðè êàæäîé èòåðàöèè
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îòîáðàæåíèÿ f q.

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Ä. Ñàëëèâàíà ïî óíèâåðñàëüíîñòè Ôåéãåíáàóìà â êâàäðàòè÷-

íîì ñåìåéñòâå, èññëåäîâàíèå ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíûõ ðåíîðìàëèçàöèé ÿâëÿåòñÿ ìîù-

íûì èíñòðóìåíòîì â äèíàìèêå ìíîãî÷ëåíîâ. Ñ ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíûì îòîáðàæå-

íèåì f q : U → V ñâÿçàíî êîëüöî A = V \U , ìîäóëü êîòîðîãî íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ðå-

íîðìàëèçàöèè (íà ñàìîì äåëå, ïðèâåäåííûå íèæå îöåíêè ñâåðõó ñïðàâåäëèâû è äëÿ

á�îëüøåãî êîëüöà, îòäåëÿþùåãî ãðàíèöó äèñêà V îò âñåõ òî÷åê, f q-îðáèòû êîòîðûõ íå

óáåãàþò èç U).

Òàê íàçûâàåìûå àïðèîðíûå îöåíêè (a priori bounds), òî åñòü îöåíêè ñíèçó íà

ìîäóëü ðåíîðìàëèçàöèè, èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàáîòàõ, óñòàíàâëèâàþùèõ ñâîéñòâà

æåñòêîñòè, ëîêàëüíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ Æþëèà è ò.ä. äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ ðà-

öèîíàëüíûõ ôóíêöèé (Kahn�Lyubich, Levin�van Strien, Graczyk��Swi�atek, Kozlovski�van

Strien, . . . ). Ïðèâåäåííûå íèæå îáùèå îöåíêè ñíèçó íà òîò æå ìîäóëü íå òîëüêî îáîçíà-

÷àþò ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè èçâåñòíîé àíàëèòè÷åñêîé òåõíèêè (ðåçóëüòàòû íåãàòèâ-

íîãî õàðàêòåðà), íî è ïðèâîäÿò ê íîâûì ðåçóëüòàòàì ïîçèòèâíîãî õàðàêòåðà.

Ìíîæåñòâî K∗ = {z ∈U | f qn(z) ∈U ∀n ≥ 0} íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíûì
çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì Æþëèà, èëè PL-ìíîæåñòâîì, ðåíîðìàëèçàöèè f q : U → V .

PL-öèêëîì íàçûâàåòñÿ íàáîð ìíîæåñòâ K∗, f (K∗), . . . , f q−1(K∗). Ìû áóäåì âñåãäà ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà îäíîãî è òîãî æå PL-öèêëà ïåðåñåêàþòñÿ ìàêñèìóì

ïî òî÷êå � èíà÷å ìîæíî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå ìåëêèõ PL-ìíîæåñòâ. Ïîëîæèì

T(t,D) = 4
t −2√
t −1

tg
D
2
−8.

Ýòà âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà è ðàñòåò êàê
√

t ïðè áîëüøèõ t è ôèêñèðîâàííîì D. Íàè-

áîëåå îáùàÿ îöåíêà èç ïîëó÷åííûõ â [4] âûãëÿäèò òàê. Ïóñòü K � PL-öèêë äëÿ ðà-

öèîíàëüíîé ôóíêöèè f . Äîïóñòèì, ÷òî õîòÿ áû t ýëåìåíòîâ Z1, . . . , Zt ýòîãî öèêëà

èìåþò ñôåðè÷åñêèé äèàìåòð õîòÿ áû D, êîëüöà Ui \Zi èìåþò ìîäóëü ïî ìåíüøåé ìå-

ðå m (çäåñü f q : Ui →Vi � ðåíîðìàëèçàöèÿ âîêðóã Zi), è äîïîëíåíèÿ P1 \Ui òîæå èìåþò

äèàìåòð õîòÿ áû D. Åñëè T(t,D)> 1, òî

m ≤ π

2lnT(t,D)
<

π

ln(4D2t)

(ïðàâîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè ôèêñèðîâàííîì D è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t).

PL-öèêë K íàçûâàåòñÿ ñàòåëëèòíûì, åñëè âõîäÿùèå â íåãî PL-ìíîæåñòâà ñî-

äåðæàò ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó, ïåðèîä r êîòîðîé ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ïåðèîä q ñàìîãî

PL-öèêëà. Òàêèì îáðàçîì, âõîäÿùèå â PL-öèêë PL-ìíîæåñòâà ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóï-

ïû ïî s = q/r â êàæäîé òàê, ÷òî êàæäàÿ ãðóïïà èìååò îáùóþ òî÷êó ïåðèîäà r. ×èñëî r

íàçûâàåòñÿ áàçîâûì ïåðèîäîì, à ÷èñëî s � îòíîñèòåëüíûì ïåðèîäîì ñàòåëëèòíîãî öèê-

ëà. Åñëè ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f èìååò ñòåïåíü 2 èëè âûøå, à s ≥ 35, òî ìîäóëü m∗

êîëüöà U \K∗ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

m∗ ≤ d∗π

2ln
[

4s−12√
s−2

(
√

2−1)−8
] ≤ d∗π

ln s
34
,
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â êîòîðîì ÷åðåç d∗ îáîçíà÷àåòñÿ ñòåïåíü ïîëèíîìèàëüíî ïîäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ f : U →
V . Â ÷àñòíîñòè, d∗ ≤ 22d−2 äëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f ñòåïåíè d.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè âëåêóò ñëåäóþùåå êà÷åñòâåííîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { fn} ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè d ≥ 2, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f ñòåïåíè d. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n íàéäåòñÿ ðåíîðìà-

ëèçàöèÿ f qn
n : Un →Vn ïåðèîäà qn ñî ñâÿçíûì PL-ìíîæåñòâîì Kn, è ÷òî Kn → K â ìåòðèêå

Õàóñäîðôà. Åñëè

� ìíîæåñòâî K ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè;

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn ñòðåìèòñÿ ê ∞;

� ìíîæåñòâî K íå ëåæèò â ïàðàáîëè÷åñêîé îáëàñòè,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé êîëåö Un \Kn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Çà îò÷åòíûé ïåðèîä âûøëè ñòàòüè [5, 6, 7].

1.7 Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè è ñóïåðñâÿçíîñòè

Â îò÷¼òíûé ïåðèîä ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïîäâåëè ïåðâûé èòîã [8, 9] èññëå-

äîâàíèé ñâÿçè ìåæäó íåêîòîðûìè äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèìè è êîìïëåêñíî-

àíàëèòè÷åñêèìè îáúåêòàìè íà êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îòòàëêèâà-

ÿñü îò êëàññè÷åñêîãî ïðèìåðà ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé è

ãëàäêèõ ðàññëîåíèé ñ ïëîñêîé ∂̄ -ñâÿçíîñòüþ, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêàÿ êà-

òåãîðèÿ ∂̄ -ñóïåðñâÿçíîñòåé íà êîìïàêòíîì êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X

ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db
coh(X). Ïîäðîáíîñòè áûëè îïèñàíû â îò÷¼òàõ çà

ïðåäûäóùèå ãîäû.

Ñåãîäíÿ ìû õîòåëè áû îñòàíîâèòüñÿ íà îäíîì âñïîìîãàòåëüíîì, ÷èñòî òåõíè÷å-

ñêîì ðåçóëüòàòå, êîòîðûé ìû íå íàøëè â ëèòåðàòóðå, íî êîòîðûé ïîìîãàåò óïðîñòèòü

äîêàçàòåëüñòâî âûøå óïîìÿíóòîé òåîðåìû. Ïóñòü C ∞ � ëîêàëüíîå êîëüöî ãëàäêèõ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (ãëàäêîãî) êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ X , è ïóñòü O ⊂ C ∞ � åãî ïîäêîëüöî ðîñòêîâ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî C ∞ ïëîñêîå íàä ñâîèì ïîäêîëüöîì O. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ ëþáîé êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè O-ìîäóëåé,

0 → M1 → M2 → M3 → 0 ,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → M1 ⊗O C ∞ → M2 ⊗O C ∞ → M3 ⊗O C ∞ → 0

òàêæå òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ñåðü¼çíîé òåîðåìå Ìàëüãðàí-

æà [14] î òîì, ÷òî C ∞ ïëîñêî íàä ñâîèì ïîäêîëüöîì C ω ⊂ C ∞, ãäå C ω � ëîêàëüíîå

êîëüöî âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ôóíêöèé â òî÷êå X . ×òîáû
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ïîëó÷èòü íàø ðåçóëüòàò èç óïîìÿíóòîé òåîðåìû Ìàëüãðàíæà, ïîíàäîáèëîñü âûñòðîèòü

öåïî÷êó óòâåðæäåíèé, êîòîðûå íàøëèñü â òåêñòàõ ïî êîììóòàòèâíîé àëãåáðå, ñì. [2, 11].

Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áûëî óäîáíåå äîêàçàòü íåìíîãî áîëåå ñèëüíîå óòâåð-

æäåíèå, à èìåííî, ÷òî C ∞ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïëîñêèì êîëüöîì íàä O. Âîçìîæíîå îïðå-

äåëåíèå ñòðîãîé ïëîñêîñòè òàêîå:

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ïóñòü E � ìîäóëü íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì A. Òîãäà E íàçûâà-

åòñÿ ñòðîãî ïëîñêèì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

� E ïëîñêèé íàä A;

� äëÿ ëþáîãî A-ìîäóëÿ M, ðàâåíñòâî E ⊗A M = 0 âëå÷¼ò M = 0.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èñïîëüçóþò òðàíçèòèâíîñòü ñâîéñòâà ñòðîãîé ïëîñêî-

ñòè äëÿ âëîæåíèé êîëåö A ⊂ B ⊂C, à òàêæå í¼òåðîâîñòü êîëåö O è C ω .

Èç ïëîñêîñòè ëîêàëüíûõ êîëåö ñëåäóåò óòâåðæäåíèå, ÷òî ïó÷îê ãëàäêèõ ôóíê-

öèé C ∞
X ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì íàä ïó÷êîì êîëåö OX , ÷òî ïîçâîëÿåò óòâåðæàäòü ñëåäóþùåå.

Åñëè F � êîãåðåíòíûé ïó÷îê OX -ìîäóëåé, òî F := F ⊗OX C ∞
X ëîêàëüíî îáëàäàåò êîíå÷-

íîé ñâîáîäíîé C ∞
X -ðåçîëüâåíòîé, à èç ýòîãî ëîêàëüíîãî óòâåðæäåíèÿ ìû ñìîãëè, ñëåäóÿ

èäåÿì [1], ïîêàçàòü, ÷òî ãëîáàëüíî íà êîìïàêòíîì X ïó÷îê F èìååò ðåçîëüâåíòó, ñî-

ñòîÿùóþ èç ëîêàëüíî-ñâîáîäíûõ C ∞
X -ìîäóëåé. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå áûëî âàæíî äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà íàøåé òåîðåìû.
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2 Ãîìîëîãè÷åñêèå è ìîòèâíûå ìåòîäû

â íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè

2.1 Ãëàäêèå ïîëóëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ

ãðóïï

Äëÿ äàííîãî ïîëÿ, ñíàáæ¼ííîãî ãëàäêèì (ò.å. ñ îòêðûòûìè ñòàáèëèçàòîðàìè)

äåéñòâèåì íåêîòîðîé âïîëíå íåñâÿçíîé ãðóïïû G, åñòåñòâåííî èçó÷àòü åãî ðàñøèðåíèÿ

L, íà êîòîðûå äåéñòâèå G ïðîäîëæàåòñÿ ãëàäêèì îáðàçîì, à òàêæå � G-èíâàðèàíòíûå

ïîäïîëÿ, è ñðàâíèòü êàòåãîðèè SmL(G) ãëàäêèõ ïîëóëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé G íàä

òàêèìè G-ïîëÿìè L.

Ïóñòü SΨ � ãðóïïà âñåõ ïåðåñòàíîâîê íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Ψ.

Â îò÷åòíûé ïåðèîä ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè äîêàçàíî, ÷òî

� ëþáîå ãëàäêîåSΨ-ïîëå K äîïóñêàåò �ñëàáîå ðàñøèðåíèå ïåðèîäîâ�, ò.å. òàêîå ãëàä-

êîå SΨ-ïîëå L|K, ÷òî L � êîîáðàçóþùàÿ êàòåãîðèè SmL(SΨ),

� ëþáîå �ñëàáîå ðàñøèðåíèå ïåðèîäîâ� L ñîäåðæèò SΨ-èíâàðèàíòíîå ïîäïîëå èçî-

ìîðôíîå k(Ψ), ãäå k := LSΨ � íåïîäâèæíîå ïîäïîëå ïîëÿ L.

Ïóñòü F |k � òàêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, ÷òî k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî â F . Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç FΨ = Fk,Ψ (ôóíêòîðèàëüíî çàâèñÿùåå îò ðàñøèðåíèÿ F |k) ïîëå ÷àñòíûõ
êîïðîèçâåäåíèÿ â êàòåãîðèè k-àëãåáð êîïèé F , ïðîíóìåðîâàííûõ ìíîæåñòâîì Ψ. Â ÷àñò-

íîñòè, FΨ = k, åñëè F = k; FΨ = k(Ψ), åñëè F = k(X) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàä

k îò ïåðåìåííîé X . Ãðóïïà SΨ åñòåñòâåííî äåéñòâóåò íà FΨ, ïåðåñòàâëÿÿ êîïèè F .

Íåêîòîðûå SΨ-èíâàðèàíòíûå ïîäïîëÿ ïîëÿ FΨ ìîæíî ïîñòðîèòü êàê íåïîäâèæ-

íûå ïîäïîëÿ LH
Ψ
äèàãîíàëüíî äåéñòâóþùèõ ãðóïï H, ñîñòîÿùèõ èç êàêèõ-ëèáî àâòîìîð-

ôèçìîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ïîäïîëåé L â F |k. Íàïðèìåð, åñëè L ∼= k(X) è H � ïîäãðóïïà â

Aut(L|k)∼= PGL2(k), òî H ôèêñèðóåò òî æå ïîäïîëå â LΨ, ÷òî è çàìûêàíèå H ïî Çàðèñ-

ñêîìó.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàñøèðåíèÿ F |k ðàâíà 1,

K ̸= k � SΨ-èíâàðèàíòíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k â FΨ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå â FΨ, à

õàðàêòåðèñòèêà � íóëåâàÿ. Äîêàçàíî, ÷òî

� ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè d ïîëÿ FΨ íàä K íå ïðåâîñõîäèò 3;

� K ïîëó÷àåòñÿ âûøåîïèñàííîé êîíñòðóêöèåé ïðè d ⩾ 2 (à åãî êëàññ èçîìîðôèçìà

çàâèñèò òîëüêî îò d: k( u−v
u−w | u,v,w ∈ Ψ) ïðè d = 2, è k

(
(w−x)(y−z)
(w−z)(x−y) | w,x,y,z ∈ Ψ

)
�

ïîëå �äâîéíûõ îòíîøåíèé� � ïðè d = 3);

� K ïîëó÷àåòñÿ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé âûøåîïèñàííîé êîíñòðóêöèè ïðè d = 1, à

êëàññû èçîìîðôèçìà çàâèñÿò â òîì ÷èñëå îò F , èì ñîîòâåòñòâóþò êëàññû èçîãåíèè

òåõ ãåîìåòðè÷åñêè íåïðèâîäèìûõ îäíîìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íàä k, ïîëÿ
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ôóíêöèé êîòîðûõ âêëàäûâàþòñÿ â F : èìååòñÿ ñèñòåìà èçîãåíèé (πi j : Wi → Wj)i j

ìåæäó òîðñîðàìè Wi íàä ãåîìåòðè÷åñêè íåïðèâîäèìûìè îäíîìåðíûìè àëãåáðà-

è÷åñêèìè k-ãðóïïàìè Ei ñ ñîãëàñîâàííûì íàáîðîì îòìå÷åííûõ îáùèõ F-òî÷åê

σi : k(Wi) ↪→ F (ò.å. σiπ
∗
i j = σ j äëÿ âñåõ i, j) K =

⋃
i(k(Wi)

Ei(k)
k,Ψ

)Gal(k|k) ⊂
⋃

i k(Wi)Ψ ⊆ FΨ,

ãäå Ei(k) äåéñòâóåò íà k(Wi)Ψ äèàãîíàëüíî.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò SΨ-èíâàðèàíòíûå ðàñøèðåíèÿ K ïîëÿ k â FΨ, íàä êî-

òîðûìè FΨ àëãåáðàè÷íî, è ãëàäêèå íåïðèâîäèìûå ïîëóëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

SΨ íàä K êîíå÷íûõ ðàçìåðíîñòåé > 1 (à èìåííî, ðàçìåðíîñòåé 2, 3, 4, 5; êðîìå òîãî,

åñëè k ñîäåðæèò ïîäïîëå Fq, äîáàâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ðàçìåðíîñòü q).

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî N ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìîå ïîëóëèíåéíîå ãëàä-

êîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SΨ íàä ïîëåì k
(
(w−x)(y−z)
(w−z)(x−y) | w,x,y,z ∈ Ψ

)
�äâîéíûõ îòíîøå-

íèé� ðàçìåðíîñòè > N.

Êàê è âûøå, ïóñòü F |k � òàêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, ÷òî k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî

â F .

Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S, íåïóñòîãî ïðè F = k, è ïîäãðóïïû Γ ñâîáîäíîé àáå-

ëåâîé ãðóïïû Ξ ñ áàçèñîì S, ïîëîæèì

Ka = K(F |k)
Ψ,S,Γ := FΨ

(
uγ ,

us

vs
| γ ∈ Γ, s ∈ S, u,v ∈ Ψ

)
= FΨ

(
xγ ,

us

xs
| γ ∈ Γ, s ∈ S, u ∈ Ψ

)
,

ãäå x ∈ Ψ � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò. Ýòî � SΨ-èíâàðèàíòíîå ïîäïîëå

÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîãî ðàñøèðåíèÿ FΨ(Ψ× S) = F(S)Ψ ïîëÿ FΨ ñ áàçèñîì òðàíñöåí-

äåíòíîñòè, ñîñòîÿùèì èç ïåðåìåííûõ, ïðîíóìåðîâàííûõ SΨ-ìíîæåñòâîì Ψ×S, ãäå us

îáîçíà÷àåò ïåðåìåííóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðå (u,s) ∈ Ψ× S è uγ := ∏s ums
js äëÿ âñåõ

u ∈ Ψ è γ = ∑s ms[ js] ∈ Ξ (òàê ÷òî Ka := FΨ, åñëè S =∅).

Ïîñòðîåíî íåñêîëüêî êëàññîâ ïðèìåðîâ ãëàäêèõSΨ-ïîëåé K òàêèõ, ÷òî äëÿ ãëàä-

êèõ êîíå÷íûõ SΨ-ðàñøèðåíèé L|K âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå LSΨ = KSΨ òîëüêî åñëè L = K.

À èìåííî, òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ñëàáûå ïîëÿ ïåðèîäîâ è ïîëÿ âèäà Ka = K(F |k)
Ψ,S,Γ.

Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé L|k ëþáîå

ãëàäêîå äåéñòâèå ãðóïïû SΨ íà ïîëå ÷àñòíûõ àëãåáðû L⊗k FΨ, ïðîäîëæàþùåå ñòàí-

äàðòíîå SΨ-äåéñòâèå íà FΨ, èçîìîðôíî SΨ-äåéñòâèþ íà ïîëå ÷àñòíûõ àëãåáðû L′⊗k FΨ

äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé L′|k òðèâèàëüíîìó íà L′.

Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñïåêòðà Ãàáðèåëÿ êàòåãîðèè SmK(SΨ), îáîáùàþùåå ðàíåå

ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ñëó÷àÿõ à) ïóñòîãî S, á) Ξ = Z è Γ = 0. Íàïðèìåð, ãðóïïà

êëàññîâ èçîìîðôèçìà îáðàòèìûõ îáúåêòîâ êàòåãîðèè SmKa(SΨ) èçîìîðôíà Ξ/Γ.

2.2 0-öèêëû êàê êîïó÷êè

Ïóñòü k � ïîëå. Îäèí èç âàðèàíòîâ (äàâíî ñòîÿùåé) ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ êàòå-

ãîðèè ìîòèâîâ MM k ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî MM k � íåéòðàëüíàÿ òàííàêèåâà Q-ëèíåéíàÿ
êàòåãîðèÿ, âñå ïðîñòûå îáúåêòû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì ìîòèâàì Ãðîòåíäèêà

ïî ìîäóëþ ÷èñëåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ àáåëåâû Q-ëèíåéíûå òåíçîðíûå êàòåãîðèè, ïðî-
ñòûå îáúåêòû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì ìîòèâàì Ãðîòåíäèêà ïî ìîäóëþ ÷èñëåí-

íîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêå ïðèìåðîì äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîé àáåëåâîé Q-
ëèíåéíîé òåíçîðíîé (íî íå æ¼ñòêîé) êàòåãîðèè, äîïóñêàþùåé âïîëíå ñòðîãèé ôóíêòîð

èç êàòåãîðèè ýôôåêòèâíûõ ïðèìèòèâíûõ ìîòèâîâ Ãðîòåíäèêà ïî ìîäóëþ ÷èñëåííîé

ýêâèâàëåíòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèÿ ïó÷êîâ Q-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ â äîìèíàíòíîé
òîïîëîãèè. Îäíàêî òàêàÿ òîïîëîãèÿ îòðàæàåò íå ñàìè ìíîãîîáðàçèÿ, à òîëüêî èõ áèðà-

öèîíàëüíûé òèï.

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè ïðåäëîæåí íåñêîëüíî èíîé ïîä-

õîä. À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêòîð 0-öèêëîâ Z0 êàê îáúåêò íåêîòîðîé àáåëåâîé

êàòåãîðèè ôóíêòîðîâ A .

Äîêàçàíî, ÷òî åñëè A � êàòåãîðèÿ ôóíêòîðîâ ñ òðàíñôåðàìè íà ëþáîì íàáîðå

ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íàä k, òî öîêîëü Z0⊗Q ïðîñò è ÿâëÿåòñÿ ôóíêòî-

ðîì ðàöèîíàëüíî òðèâèàëüíûõ 0-öèêëîâ.

Â áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå, ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïû 0-öèêëîâ íà êâàçèêîìïàêòíûõ

ñõåìàõ îáðàçóþò êîïó÷îê â h-òîïîëîãèè.

2.3 Íîâûå îïèñàíèÿ îáîãàùåííûõ (∞,n)-êàòåãîðèé

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè áûëî ïîëó÷åíî íåñêîëüêî íîâûõ

îïèñàíèé îáîãàùåííûõ (∞,n)-êàòåãîðèé:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü V ∈ CAlg(PrL∞)- ïðåäñòàâèìî ñèììåòðè÷åñêàÿ ìîíîèäàëüíàÿ ∞-

êàòåãîðèÿ. Òîãäà:

� Åñòåñòâåííûé ôóíêòîð

Catn(V ) // Catn−1

ÿâëÿåòñÿ êîäåêàðòîâûì ðàññëîåíèåì, è åãî ðàñïðÿìëåíèå ýêâèâàëåíòíî ôóíêòîðó,

îòïðàâëÿþùåìó (∞,n−1)-êàòåãîðèþ X ∈ Catn−1 â êàòåãîðèþ îòîáðàæåíèé

Bn−1(X )

%%

// V ⊗

||
∆op,n

îòïðàâëÿþùèõ êîäåêàðòîâû ìîðôèçìû íàä èíåðòíûìè ìîðôèçìàìè â êîäåêàðòî-

âû ìîðôèçìû, ãäå Bn−1(X ) ýòî n-êàòåãîðèÿ íàïðàâëåííûõ (n− 1)-ìåðíûõ ñôåð

â X ;

� Äëÿ X ∈ Catn−1 ∞-êàòåãîðèÿ îòîáðàæåíèé èõ ïóíêòà 1 ýêâèâàëåíòíà ∞-êàòåãîðèè

n-àëãåáð â n-îèäàëüíîé ∞-êàòåãîðèè Fun
(
HomCatn−1(∂Cn,X ),V

)
.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó âûøå áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå êàñàòåëüíîé êàòåãîðèè ê êà-

òåãîðèè V -îáîãàùåííûõ (∞,n)-êàòåãîðèé:
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Òåîðåìà 2.2. Äëÿ V -îáîãàùåííîé (∞,n)-êàòåãîðèè C ∈ Catn(V ) ñòàáèëèçàöèÿ

Stab
(
Catn(V )/C

)
êàòåãîðèè V -îáîãàùåííûõ (∞,n)-êàòåãîðèé íàä V ôóíêòîðèàëüíî ýê-

âèâàëåíòíà:

� ∞-êàòåãîðèè îòîáðàæåíèé

∆op,n

��

C // Fun
(
HomCatn−1(∂Cn,X ),V

)
Modn

55

íàä ∆op,n, îòïðàâëÿþùèõ êîäåêàðòîâû ìîðôèçìû íàä èíåðòíûìè ìîðôèçìàìè â

êîäåêàðòîâû ìîðôèçìû, ãäå Modn- åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå (íåññèìåòðè÷åñêîé)

îïåðàäû áèìîäóëåé;

� Êàòåãîðèè V -ôóíêòîðîâ FunV (UC ,V ), ãäå UC - ýòî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ

V -∞-êàòåãîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî C .

Êðîìå òîãî, áûëî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå (êî)ãîìîëîãèé Õîõøèëüäà äëÿ îáîãàùåí-

íîé (∞,n)-êàòåãîðèè, à òàê æå ïîêàçàíà ñâÿçü êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà ñ ôîðìàëüíûìè

çàäà÷àìè ìîäóëåé.

Ïîìèìî ýòîãî áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ (êî)äåêàðòîâûõ ðàññëîåíèé ìîíîèäàëüíûõ

êàòåãîðèé, à òàê æå äîêàçàíû áàçîâûå òåîðåìû ýòîãî ñþæåòà. Áûëà ïîñòðîåíà òåî-

ðèÿ ìîíîèäàëüíûõ (êî)êîíöîâ â ∞-êàòåãîðèÿõ, ïîçâîëÿþùàÿ ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü ñ

(îï)ëàêñ ìîíîèäàëüíûìè ôóíêòîðàìè. Êðîìå òîãî, áûëà äîêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà î

ïðåäñòàâèìîñòè áîëüøîãî êëàññà ∞- êàòåãîðèé àëãåáð íàä îïåðàäàìè.

ÑÏÈÑÎÊ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

[1] J. Lurie, Higher Algebra, 2017, http://www.math.harvard.edu/ lurie/papers/HA.pdf

[2] D. Gepner, Rune Haugseng, Enriched ∞-categories via non-symmetric ∞-operads,

Advances in Mathematics, 279 (2015), 575-716.

2.4 Ýêçîòè÷åñêèå êîãîìîëîãèè è ôîðìàëüíîñòü äëÿ dg-ìîäóëåé

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè èçó÷àëñÿ âîïðîñ ôóíêòîðèàëü-

íîñòè ýêçîòè÷åñêèõ (ℓp, ℓ∞, îãðàíè÷åííûõ) è îáû÷íûõ (êî)ãîìîëîãèé ãðóïï îòíîñè-

òåëüíî ìåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ãðóïï (ãðóáûõ âëîæåíèé è êâàçèèçîìåòðèé). Ñðåäè

âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé ðàçâèâàåìîé òåîðèè: ðåøåíèå âîïðîñà î êâàçèèçîìåòðè÷åñêîé

èíâàðèàíòíîñòè âåùåñòâåííîé àëãåáðû Ìàëüöåâà íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû, îáùèé âçãëÿä

íà àáñîëþòíóþ êâàçèèçîìåòðè÷åñêóþ æ¼ñòêîñòü, íîâûå ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ ñòðóêòó-

ðû íåëèíåéíûõ êýëåðîâûõ ãðóïï. Ïîëó÷åíû ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû: êâàçèèçîìåòðè÷åñêàÿ

èíâàðèàíòíîñòü êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïðîñòðàíñòâàõ Îðëè÷à, îïðåäåëåíèå
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êîëüöåâîé ñòðóêòóðû íà ℓ∞ êîãîìîëîãèÿõ Ãåðñòåíà àìåíàáåëüíîé ãðóïïû è ïðèìåíåíèå

ýòîãî óìíîæåíèÿ äëÿ îöåíêè èíâàðèàíòîâ Íîâèêîâà-Øóáèíà.

Êðîìå òîãî, äîêàçàíà òåîðåìà î ÷àñòè÷íîé õàðàêòåðèçàöèè îáðàçà ôóíêòîðà êî-

ãîìîëîãèé (ñîïîñòàâëÿþùåãî dg-ìîäóëþ M íàä dg-àëãåáðîé A åãî êîãîìîëîãèè H∗(M)

êàê ìîäóëü íàä H∗(A)). Ñëó÷àé êîíå÷íî-ïðåäñòàâëåííîãî ãðàäóèðîâàííîãî ìîäóëÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ, ñêîðåå âñåãî, èçâåñòíûì ñïåöèàëèñòàì: èç çàíóëåíèÿ íåêîòîðîãî õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî êëàññà â ExtH∗(A)3(X ,X) ñëåäóåò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì îáúåêòà, ëåæàùåãî

â îáðàçå H∗(−). Íîâûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòîò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ

îïðåäåë¼í íà áîëüøåé ïîäêàòåãîðèè, à èìåííî, íà ìîäóëÿõ, èìåþùèõ ïîëíóþ èñ÷åðïû-

âàþùóþ (òðàíñôèíèòíóþ) ôèëüòðàöèþ ñ êîíå÷íî-ïðåäñòàâëåííûìè ïðèñîåäèí¼ííûìè

ôàêòîðàìè. Âûñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ýòà ïîäêàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ëåâîãî

Ext-îðòîãîíàëà â êàòåãîðèè dg-ìîäóëåé ê ïîäêàòåãîðèè �dg-ïëîñêèõ� îáúåêòîâ.

Èçó÷àëñÿ òàêæå è �äâîéñòâåííûé� âîïðîñ: êàêèå ãðàäóèðîâàííûå ìîäóëè íàä ãðà-

äóèðîâàííîé àëãåáðîé äîïóñêàþò ñòðóêòóðó dg-ìîäóëÿ îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî äèô-

ôåðåíöèàëà íà ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðå. Äóàëèçàöèÿ óòâåðæäåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíîé, íî òðåáóåò òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, âåðíîñòü êîòîðûõ åù¼ íåÿñíà.

2.5 Ìîäåëü ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà äîïîëíåíåíèÿ äî íàáîðà ãëàäêèõ ìíî-

ãîîáðàçèé

Ïóñòü X êîìïàêòíîå ãëàäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä C è Zi ⊂ X , i ∈ N

íàáîð ïîäìíîãîîáðàçèé çàíóìåðîâàííûõ ìíîæåñòâîì N òàêèõ, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ ZI :=

∩i∈IZi ãëàäêè â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ñìûñëå. Ðàññìîòðèì äîïîëíåíèåU :=X−∪iZi.

Ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïà Ìàéåðà-Âèåòîðèñà ñ

E pq
1 =

⊕
|I|=−p

Hq
ZI
(X)

ñõîäÿùàÿñÿ ê H∗(U). Â ðàáîòå ñòàæåðà ëàáîðàòîðèè À. Çàõàðîâà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé êâàçè-èçîìîðôèçì äã-àëãåáð

E∗∗
1 ⊗C≃C∗

sing(U)⊗C

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò íåêàíîíè÷åñêèé êâàçè-èçîìîðôèçì íàä Q. Ñëó÷àé êîãäà
∪Zi îáðàçóåò äèâèçîð ñ íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè áûë äîêàçàí â ñòàòüå J. Morgan,

The algebraic topology of smooth algebraic varieties è îñíîâàí íà èçó÷åíèè ïîíÿòèÿ äèà-

ãðàììû Õîäæà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé âåðñèåé êîìïëåêñà Õîäæà ââå-

äåííîãî P. Deligne. Âàæíîå íàáëþäåíèå äîêàçàííîå J. Morgan'îì ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ìèíèìàëüíàÿ àëãåáðà äèàãðàììû Õîäæà îáëàäàåò ñòðóêòóðîé ñìåøàííîé ñòðóêòóðû

Õîäæà, êîòîðóþ óâàæàåò ñîîòâåòñòâóþùèé äèôôåðåíöèàë. Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäó-

åò, ÷òî äã-àëãåáðà W E1 ïîñòðîåííàÿ ïî äèàãðàììå Õîäæà îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôèëü-

òðàöèè êâàçè-èçîìîðôíà êîìïëåêñíîé ÷àñòè äèàãðàììû Õîäæà. Îñíîâíàÿ êîíñòðóê-

öèÿ, ïîëó÷åííàÿ â îò÷åòíûé ïåðèîäû ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè À. Çàõàðîâûì, ñîñòîèò
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â ðåàëèçàöèè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñòðóêòóðû íà ãîëîìîðôíîé äå Ðàì âåðñèè ðåçîëü-

âåíòû Ìàéåðà-Âèåòîðèñà, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äîñòàâëÿåò äèàãðàììó Õîäæà ïðèãîäíóþ

äëÿ îáùåé ìàøèíåðèè ðàçâèòîé J. Morgan.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àâòîð íàçûâàåò êóáè÷å-

ñêèì Ìàéåð-Âèåòîðèñîì è äîêàçàííàÿ òåîðåìà äàåò íåêîòîðóþ îáîçðèìóþ ìîäåëü äëÿ

ðàöèîíàëüíîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà U . Äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé îêàçûâàåòñÿ âîçìîæ-

íûì ðåàëèçîâàòü áîëåå ýêîíîìíóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ îáîáùàåò ñëó÷àé âîçíèêàþ-

ùåé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè äî ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ðåøåòêè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (L,≤) ÿâëÿþùååñÿ ðåøåòêîé.

Â ñâîåé ðàáîòå À. Çàõàðîâ ââîäèò ôîðìàëèçì (L,≤)-öåïíûõ àëãåáð êîòîðûå ïî ñó-

ùåñòâó ÿâëÿþòñÿ L-ãðàäóèðîâàííûìè àëãåáðàìè ñ äèôôåðåíöèàëîì áüþùèì â ÷ëå-

íû ñ ìåíüøåé ãðàäóèðîâêîé. ×àñòíûé ïðèìåð òàêîé ñòðóêòóðû äîñòàâëÿåò íàáîð

H∗(X ,X −Lx),x ∈ L äëÿ ðåøåòêè ïåðåñå÷åíèé Lx íàáîðà ïîäìíîãîîáðàçèé Zi ⊂ X . Çäåñü

0 ∈ L ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò è L0 = X . Â ñëó÷àå êîãäà (L,≤) îáëàäàåò àëãåáðîé Îðëèêà-

Ñîëîìîíà Mx,x ∈ L, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ÷ëåíàìè

E pq
1 =

⊕
x∈L:r(x)=−p

Hq(X ,X −Lx)⊗Mx

Êàê è ðàíüøå îíà ñõîäèòñÿ ê H∗(U),U = X −∪xLx. Â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîé ðå-

øåòêè (L,≤), ìû èìååì êàíîíè÷åñêóþ àëãåáðó Îðëèêà-Ñîëîìîíà Mx := OS(L)x,x ∈ L.

Â òàêîì ñëó÷àå À. Çàõàðîâ äîêàçûâàåò ÷òî E∗∗
1 ìîäåëèðóåò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï U â

ñìûñëå ïåðâîé òåîðåìû.

Áîëåå òîãî, âñå âîçíèêàþùèå ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿò èç ÷è-

ñòûõ ñòðóêòóð Õîäæà, ÷òî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü àññîöèèðîâàííóþ ÷èñòóþ ñòðóêòóðó

Õîäæà GrW H∗(U). Êîíå÷íî âîññòàíîâèòü ñìåøàííóþ ñòðóêòóðó Õîäæà H∗(U) â ýòîé

ìîäåëè íåëüçÿ. Ýòî ïàðàëëåëüíî ôàêòó, äîêàçàííîìó â ðàáîòå Donu Arapura, The Leray

spectral sequence is motivic, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå îòêðûòîãî âëî-

æåíèÿ ëåæèò â êàòåãîðèè ñìåøàííûõ ñòðóêòóð Õîäæà. Â ñëó÷àå äîïîëíåíèÿ äî äèâè-

çîðà ñ íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå ñîâïàäàåò

ñ ïîñòðîåííîé êóáè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàéåðà-Âèåòîðèñà. Îäíàêî â îáùåì

ñëó÷àå îíè îòëè÷àþòñÿ, â ÷àñòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå âûðîæäàåòñÿ ìåäëåííåå

.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîäíèìàåò óòâåðæäåíèå î êîãîìîëîãèÿõ H∗(U) äîêàçàííîå â ðà-

áîòå Junda Chen, Zhi L�u and Jie Wu, Cohomology ring of manifold arrangements äî óðîâíÿ

ìîäåëè ðàöèîíàëüíîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà U .

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ðåçóëüòàòà. Ïåðâûé

ýòî îñíîâíàÿ òåîðåìà ðàáîòû Feighter and Yuzvinsky, Formality of the complements of

subspace arrangements with geometric lattices. À èìåííî, ïóñòü åñòü íàáîð àôôèííûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ Li ⊂ Cn òàêèõ, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåøåòêó.

Òîãäà Cn −∪iLi ôîðìàëüíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà À. Çàõàðîâ ïåðåõîäèò ê êîìïàêòèôè-
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êàöèè Pn è äîáàâëÿåò ê íàáîðó L∞ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Ïîñòðîåííàÿ

ìîäåëü Ìàéåðà-Âèåòîðèñà è ýëåìåíòàðíàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà âëå÷åò ôîðìàëü-

íîñòü äîïîëíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåííûå (õðîìàòè÷åñêèå)

êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà F(G,M) ïîñòðîåííûå ïî êîìïàêòíîìó àëãåáðàè÷åñêî-

ìó ìíîãîîáðàçèþ M è êîíå÷íîìó ãðàôó G íà n âåðøèíàõ. Îáû÷íîå êîíôèãóðàöèîí-

íîå ïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó ãðàôó G = Kn. Ïî îïðåäåëåíèþ F(G,M) åñòü

äîïîëíåíèå X = M×n ê íàáîðó äèàãîíàëåé äèêòóåìûõ ðåáðàìè G. Èçâåñòíî ÷òî ñïåê-

òðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Kritz-Totaro äîñòàâëÿåò ðàöèîíàëüíûé ãîìîòîïè÷åñêèé

òèï F(Kn,M). Îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ÿâíîå îïèñàíèå êîìïàêòèôè-

êàöèè Deligne-Mumford ñ öåëüþ ðåàëèçîâàòü F(Kn,M) êàê äîïîëíåíèå ê äèâèçîðó ñ

íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü Ìàéåðà-Âèåòîðèñà ïîçâîëÿåò äå-

ëàòü ýòî íà óðîâíå êîìáèíàòîðèêè ðåøåòêè ïåðåñå÷åíèé äèàãîíàëåé, òî åñòü ñàìîãî

ãðàôà G. Ýòî äàåò ÿâíóþ äã-àëãåáðó ðàöèîíàëüíîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà F(G,n) â

äóõå ðåçóëüòàòà Kritz-Totaro.

Ðàáîòà ãîòîâèòñÿ ê ïóáëèêàöèè è â áëèæàéøåå âðåìÿ áóäåò âûëîæåí ïðåïðèíò.

2.6 Êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâ Ýéëåíáåðã-Ìàêëåéíà è ïðîèçâîäíûå

ôóíêòîðû

Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ H. Cartan è çàòåì J. Milgram'à áûëè îïèñàíû öåëî÷èñ-

ëåííûå ãîìîëîãèè

H∗(K(Z/pkZ,n);Z(p))

äëÿ ïðîñòîãî p. Îòâåò äàåòñÿ â âèäå ãîìîëîãèé ÿâíîé êîììóòàòèâíîé äã-àëãåáðû ñîñòîÿ-

ùåé èç òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ äã-àëãåáð òèïà Êîøóëÿ ñ ðàçäåëåííûìè

ñòåïåíÿìè ó ÷åòíûõ îáðàçóþùèõ (äàëåå ýëåìåíòàðíûå àëãåáðû). Íàïðèìåð ëîêàëèçà-

öèÿ K(Z/pk,1) â (p) ìîæåò áûòü îïèñàíà ýëåìåíòàðíîé äã-àëãåáðîé [x2,ν1]pk íàä Z(p)

âêëþ÷àþùåé ðàçäåëåííûå ñòåïåíè x2 è ñ äèôôåðåíöèàëîì dx2 = pk ·ν1. Ýëåìåíòàðíàÿ

ìîäåëü ìèíèìàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå âîçíèêàþùèå äèôôåðåíöèàëû äåëÿòñÿ íà p,

òàêèì îáðàçîì åå îáðàçóþùèå êàê àëãåáðû ñ ðàçäåëåííûìè ñòåïåíÿìè ñîîòâåòñòâóþò

îáðàçóþùèì H∗(K(Z/pk);Z/p) è ìîãóò áûòü îïèñàíû ÷åðåç äîïóñòèìûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè Ñòèíðîäà èçâåñòíûì îáðàçîì .

Îñíîâíàÿ èäåÿ H. Cartan'à ñîñòîÿëà â ðåàëèçàöèè ìîäåëè öåïåé K(Z/pk,n) êàê

èòåðèðîâàííîé áàð-êîíñòðóêöèè Bar(n−1)([x2,ν1]) è íàáëþäåíèè ÷òî áàð-êîíñòðóêöèÿ îò

âñÿêîé ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû E êâàçè-èçîìîðôíà íåêîòîðîìó ÿâíîìó ïðîèçâåäåíèþ

ýëåìåíòàðíûõ àëãåáð (äàëåå ýëåìåíòàðíàÿ ìîäåëü).

Óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïî âèäèìîñòè îòñóòñòâóåò â ëèòåðàòóðå, ñîñòîèò â òîì, ÷òî

åñòåñòâåííîå äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå íà Bar(E) ñïóñêàåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòî-

ïèè, íà îæèäàåìîå êîóìíîæåíèå ïðèõîäÿùåå èç ýëåìåíòàðíûõ àëãåáð â ñëó÷àå p > 2.

Ïðè ýòîì èòåðèðîâàíèå áàð-êîíñòðóêöèè ñîõðàíÿåò ýòî ñâîéñòâî, ÷òî äîñòàâëÿåò ãîìî-

òîïè÷åñêóþ ìîäåëü áèàëãåáðû öåïåé Csing
∗ (K(Z/pk,n)). ×òîáû àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
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èìåëî ìåñòî â ñëó÷àå p = 2 ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû äîëæíî áûòü ðàñøèðåíî, òà-

êèì îáðàçîì óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè íàðóøàåòñÿ.

Äàëåå, ïóñòü A ≃ Zr ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ âûáðàííûì áàçèñîì. Òîãäà êîí-

ñòðóêöèÿ H. Cartan'à äàåò ãîìîòîïè÷åñêóþ ìîäåëü C∗(K(A,n);Z(p)) â òåðìèíàõ âûáðàí-

íûõ îáðàçóþùèõ. Âîçíèêàåò âîïðîñ î ãîìîòîïè÷åñêîé ôóíêòîðèàëüíîñòè ýòîãî îïèñà-

íèÿ. Â ñâîåé ðàáîòå À. Çàõàðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ p> 2 ýëåìåíòàðíàÿ ìîäåëü äåéñòâè-

òåëüíî ãîìîòîïè÷åñêè ôóíêòîðèàëüíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ

ãðóïï Zr → Zr′ . Äëÿ p = 2 ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ïîñëå äóàëèçàöèè ïîëó÷àåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ìîäåëü C∗
sing(K(A,n);Z(p)). Ôàêòè-

÷åñêè ýòî äã-àëãåáðà äå Ðàìà íà àôôèííîì ñâîáîäíîì ñóïåð-ìîäóëå V (A)∨ íàä Z(p).

Ñóïåð-ìîäóëü V (A) ñîñòîèò èç êîìïîíåíò ôóíêòîðèàëüíî ðàâíûõ A è ïàðàìåòðèçîâàí-

íûõ äîïóñòèìûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ñòèíðîäà.

Íåçàâèñèìîå ïðîäîëæåíèå ýòîé ðàáîòû áåðåò íà÷àëî â íàáëþäåíèè ñäåëàííîì

÷ëåíàìè êîëëåêòèâà ëàáîðàòîðèè Äìèòðèÿ Êóáðàêà è Àðòåìà Ïðèõîäüêî â ðàáîòå

Hodge-to-de Rham degeneration for stacks. Ðàññìîòðèì ãðóïïîâóþ ñõåìó Ga. Òîãäà ìîæ-

íî ðàññìîòðåòü êëàññèôèöèðóþùèé ñòýê BGa. Áîëåå òîãî, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü ïðî

èòåðèðîâàííûé ñòýê B(n)Ga â ñìûñëå ïðîèçâîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â ïðî-

ñòåéøåì ñëó÷àå H∗(BGa,OBGa) åñòü öåëî÷èñëåííûå êîãîìîëîãèè ãðóïïîâîé ñõåìû Ga è

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì:

H∗(BGa,OBGa)≃ H∗(K(Z,3);Z)

åñëè ïðàâèëüíûì îáðàçîì ó÷åñòü ãðàäóèðîâêó ïðèõîäÿùóþ èç äåéñòâèÿGm íàGa. Åñòå-

ñòâåííî ïðåäïîëîæèòü ÷òî èìååòñÿ èçîìîðôèçì B∗
n := H∗(B(n)Ga,OB(n)Ga

)≃ H∗(K(Z,n+
2);Z). Èçâåñòíî ÷òî B∗

n åñòåñòâåííî èçîìîðôíî ïðîèçâîäíûì ôóíêòîðàì ôóíêòîðà âçÿ-

òèÿ ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû R∗S•Z[−n] â ñìûñëå Dold-Puppe, íî â êîñèìïëèöèàëüíîì

êîíòåêñòå.

Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ñîâìåñòíîé äåÿòåëüíîñòè Ä. Êóáðàêà è ñîòðóäíèêà ëàáîðà-

òîðèè À. Çàõàðîâà óòâåðæäàåò ñëåäóþùóþ öåïî÷êó èçîìîðôèçìîâ àëãåáð

R∗S∗Z[−n]≃ R∗
Γ
∗Z[−n−2]≃ R∗Bin∗Z[−n−2]≃ H∗(K(Z,n+2);Z)

ñ íàäëåæàùèì ó÷åòîì ãðàäóèðîâîê. Çäåñü Γ åñòü ôóíêòîð ñâîáîäíîé àëãåáðû ñ ðàçäå-

ëåííûìè ñòåïåíÿìè, à Bin ôóíêòîð ñâîáîäíîé àëãåáðû ñ èçâëå÷åíèåì áèíîìèàëüíûõ

êîýôôèöèåíòîâ. Ïåðâûé èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ êîñèìïëèöèàëüíîé âåðñèåé äåêàëàæà.

Àëãåáðà Bin ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà è äâîéñòâåííà ê àëãåáðå ôóíêöèé íà ôîðìàëüíîé

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå.

Õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Dold-Thom'à óñòàíàâëèâàþùàÿ èçîìîðôèçì

H∗(K(A,n);Z)≃ L∗S•Z[n] â ñèìïëèöèàëüíîì êîíòåêñòå. Â ðàáîòå L. Breen, R. Mikhailov,

A. Touz�e, Derived Functors Of The Divided Power Functors ïîêàçàíî ÷òî ýòîò èçîìîðôèçì

íåôóíêòîðèàëåí äëÿ n = 1. Â ñâîåé ðàáîòå À. Çàõàðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêòîðè-

àëüíîñòü âñå æå èìååò ìåñòî äëÿ n > 1. Ýòî â ÷àñòíîñòè ñíàáæàåò H∗(K(A,n);Z)
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åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèåé ñ êàíîíè÷åñêèì ðàñùåïëåíèåì. Ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ ãðà-

äóèðîâêà ñîãëàñóåòñÿ ñ ââåäåííîé â ðàáîòå R. Milgram, The homology of symmetric

products. Íîâûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ åå ôóíêòîðèàëüíîñòü. Ó÷åò ýòîé äîïîëíè-

òåëüíîé ãðàäóèðîâêè è ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì èíãðåäèåíòîì äëÿ òî÷íîãî èçîìîðôèçìà

H∗(K(Z,n+2);Z) è R∗S•Z[−n].

Ýòà ñâÿçü íóæäàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîì ïðîÿñíåíèè è îñîáåííî èíòåðåñíà ïî òîé

ïðè÷èíå, ÷òî Rn+iS•Z[−n] ïàðàìåòðèçóåò åñòåñòâåííûå (íåñòàáèëüíûå) êîãîìîëîãè÷å-

ñêèå îïåðàöèè Hn →Hn+i ó êîñèìïëèöèàëüíûõ êîàëãåáð, â òî âðåìÿ êàê Hn+2+i(K(Z,n+
2);Z) ïàðàìåòðèçóåò íåñòàáèëüíûå êîãîìîëîãè÷åñêèå îïåðàöèè Hn+2 → Hn+2+i ó òîïî-

ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

2.7 Êîãîìîëîãèè ãðóïï Òîðåëëè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σg çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà g. Ãðóïïîé êëàññîâ îòîáðàæå-

íèé Mod(Σg) ïîâåðõíîñòè Σg íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-

ôèçìîâ ýòîé ïîâåðõíîñòè, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè. Ãðóïïà Mod(Σg)

äåéñòâóåò íà ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ ïîâåðõíîñòè, è ÿäðî ýòîãî äåéñòâèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Ig è íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Òîðåëëè. Ôàêòîðãðóïïà Mod(Σg)/Ig èçîìîðôíà ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ãðóïïå Sp(2g,Z). Òàêèì îáðàçîì, (êî)ãîìîëîãèè ãðóïïû Òîðåëëè èìåþò åñòå-

ñòâåííóþ ñòðóêòóðó ìîäóëÿ íàä ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé.

Çàôèêñèðóåì íà Σg ñòðóêòóðó ãëàäêîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êîìïëåêñíîé êðèâîé

è îáîçíà÷èì ÷åðåç s ∈ Mod(Σg) êëàññ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèè. Ãèïåðýëëèïòè÷å-

ñêîé ãðóïïîé Òîðåëëè íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà S I g ⊆Ig, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ýëåìåíòîâ,

êîììóòèðóþùèõ ñ s.

Ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé òåñíî ñâÿçàíû ñ ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé êðèâûõ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Òåéõìþëëåðà Teichg � ýòî ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ èçîòîïèè

ãëàäêèõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà Σg. Ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé äåéñòâóåò íà Teichg

ñ êîíå÷íûìè ñòàáèëèçàòîðàìè, è ôàêòîð ïî ýòîìó äåéñòâèþ Mg = Teichg/Mod(Σg) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé ãëàäêèõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ðîäà g. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ, Mg ÿâëÿåòñÿ îðáèôîëäîì. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Òåéõìþëëåðà ñòÿãèâàå-

ìî, òî ðàöèîíàëüíûå (êî)êîãîìîëîãèè Mg è Mod(Σg) èçîìîðôíû. Ïðè g ≥ 2 ðàöèîíàëü-

íûå êîãîìîëîãèè Mg (èëè Mod(Σg)) ÿâëÿþòñÿ êîëüöîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ

ðàññëîåíèé ñî ñëîåì Σg.

Ãðóïïû Òîðåëëè òàêæå åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè

èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ. Ãðóïïà Òîðåëëè äåéñòâóåò íà Teichg ñâîáîäíî,

è ôàêòîð Tg = Teichg/Ig ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ýòîò ôàêòîð íàçûâàåò-

ñÿ ïðîñòðàíñòâîì Òîðåëèè. Îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé ãëàäêèõ êîìïëåêñ-

íûõ êðèâûõ ðîäà g ñ ôèêñèðîâàííûì ñèìïëåêòè÷åñêèì áàçèñîì â ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ.

Ïðîñòðàíñòâî Tg èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï K(Ig,1), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà. Òàêèì îðàçîì, öåëî÷èñëåííûå (êî)ãîìîëîãèè Tg è Ig èçîìîðô-

íû. Ïðè g ≥ 2 êîãîìîëîãèè Tg (èëè Ig) ÿâëÿþòñÿ êîëüöîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ
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ãîìîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé ñî ñëîåì Σg.

Ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ ãðóïïà Òîðåëëè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ãèïå-

ðýëëèïòè÷åñêîãî ëîêóñà â Tg, òî åñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, òî÷êè êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì êðèâûì. Áîëåå òîãî, ïî àíàëîãèè ñ ïðîñòðàíñòâîì Òîðåëëè, ãèïå-

ðýëëèïòè÷åñêèé ëîêóñ èìååò ãîìîòîïè÷åñêè òèï K(S I g,1).

Ïðè g= 1 ãðóïïà Òîðåëëè òðèâèàëüíà. Ìåññ [6] äîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå g= 2 ãðóïïà

I2 =S I 2 èçîìîðôíà ñâîáîäíîé ãðóïïå ñî ñ÷¼òíûì ÷èñëîì ïîðîæäàþùèõ. Åñòåñòâåí-

íîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ãîìîëîãèé ãðóïï Ig è S I g ïðè g ≥ 3. Ïåð-

âûå ãîìîëîãèè H1(Ig,Z) ÿâíî âû÷èñëåíû Äæîíñîíîì [5]. Íè îäíà èç íåíóëåâûõ ãðóïï

ãîìîëîãèé Hk(Ig,Z) ïðè k ≥ 2 íå áûëà âû÷èñëåíà ÿâíî. Áåñòâèíà, Áóêñ è Ìàðãàëèò

[1] ïîêàçàëè, ÷òî êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ãðóïïû Òîðåëëè ðàâíà 3g− 5, à òàê-

æå, ÷òî ñòàðøèå ãîìîëîãèè H3g−5(Ig,Z) íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûìè. Ãàéôóë-
ëèí [3] îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò íà ãðóïïû ãîìîëîãèé Hk(Ig,Z), ãäå 2g−3 ≤ k ≤ 3g−6.

Èñïîëüçóÿ ñòðàòèôèöèðîâàííóþ òåîðèþ Ìîðñà, Õåéí [4] äëÿ ñëó÷àÿ g = 3 âû÷èñëèë

ïîäãðóïïó â H∗(I3,Z[1/2]), èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé

èíâîëþöèè. Äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ãðóïïû Òîðåëëè S I g Áðåíäë è Ôàðá [2] âû÷èñ-

ëèëè êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü, êîòîðàÿ îêàçàëàñü ðàâíà g−1, à òàêæå ïîêàçàëè,

÷òî ñòàðøàÿ ãðóïïà ãîìîëîãèé Hg−1(S I 3,Z) íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.
Íîâûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â îò÷åòíûé ïåðèîä ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè È.

Ñïèðèäîíîâûì, îòíîñÿòñÿ ê ñòðîåíèþ ãðóïï ãîìîëîãèé H4(I3,Z) è H2(S I 3,Z). Ïîë-
íîñòüþ îïèñàíà ãðóïïà H4(I3,Z) êàê ìîäóëü íàä ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé Sp(6,Z).

Òåîðåìà 2.3. [8, Theorem 1.1] Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

H4(I3,Z) = H4(T3,Z)∼= IndSp(6,Z)
S3⋉SL(2,Z)×3Z ,

ãäå ÷åðåç Z îáîçíà÷åí ôàêòîð Z3 ïî äèàãîíàëüíîé ïîäãðóïïå Z ñ åñòåñòâåííûì äåé-

ñòâèåì ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê S3 (äåéñòâèå SL(2,Z)×3 òðèâèàëüíî).

Ñëåäñòâèå 1. [8, Corollary 1.2] Ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ äåéñòâóåò òðèâèàëüíî

íà H4(I3,Z).

Òàêæå, ïîñòðîåíî ÿâíîå çàäàíèå ãðóïïû H4(I3,Z) ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è ñî-

îòíîøåíèé. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ãðóïïû H1(Σ3,Z)=V1⊕V2⊕V3 â ïðÿìóþ ñóììó òð¼õ

ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ ïîäãðóïï ðàíãà 2 íåêîòî-

ðûì îáðàçîì îïðåäåë¼í ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ãîìîëîãèé s(V1,V2,V3)∈ H4(I3,Z). Êîí-
ñòðóêöèÿ ýòèõ êëàññîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Õîõøèëüäà-

Ñåððà, ïðèìåí¼ííîé ê òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Áèðìàí äëÿ ñòàáèëèçàòîðà â ãðóï-

ïå I3 ðàçäåëÿþùåé êðèâîé íà Σ3. Äîêàçàíî, ÷òî äàííûå êëàññû ïîðîæäàþò ãðóï-

ïó H4(I3,Z), à âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè èìåþò âèä s(V1,V2,V3) = s(V1,V3,V2) è

s(V1,V2,V3)+ s(V2,V3,V1)+ s(V3,V1,V2) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èçó÷åíèè ãîìîëîãè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (E∗
∗,∗,d

∗
∗,∗), àññîöèèðîâàííîé ñ äåéñòâèåì ãðóïïû I3 íà êîìïëåêñå öèêëîâ B3,
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èçíà÷àëüíî ïîñòðîåííîì â [1]. Êëþ÷åâûìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ

îá èíúåêòèâíîñòè äèôôåðåíöèàëîâ d1
3,1 è d1

2,2, à òàêæå ïîëíîå âû÷èñëåíèå äèôôåðåí-

öèàëà d1
1,3 è ãðóïï E2

1,3 = E∞
1,3 è E1

0,4 = E∞
0,4. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåé èñïîëüçóþòñÿ

äåéñòâèå I3 íà íîâûõ ìîäèôèêàöèÿõ êîìïëåêñà öèêëîâ, à òàêæå íà êîìïëåêñå îòíîñè-

òåëüíûõ öèêëîâ, ïîñòðîåííîì àâòîðîì ðàíåå [7].

Òàêæå, ÷àñòè÷íî âû÷èñëåíà ãðóïïà H2(S I 3,Z). Â ýòîé ãðóïïå ðàññìàòðèâàþòñÿ

àáåëåâû öèêëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì ñêðó÷èâàíèé Äåíà âäîëü íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ðàçäåëÿþùèõ êðèâûõ íà Σ3. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè àáåëåâû öèêëû íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè

ñ ïàðàìè {U,V} îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ôîðìû ïåðåñå÷åíèé ïîäãðóïï ðàíãà 2

â H1(Σ3,Z), òàêèõ ÷òî Arf-èíâàðèàíò îãðàíè÷åíèÿ íà íèõ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé

Sp-êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, îïðåäåë¼ííîé íà H1(Σ3,Z), ðàâåí åäèíèöå. Ñîîòâåòñòâóþùèé
àáåëåâ öèêë áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç AU,V ∈H2(S I 3,Z). Äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.4. Àáåëåâû öèêëû {AU,V} ëèíåéíî íåçàâèñèìû â H2(S I 3,Z) ïî ìîäóëþ

ñîîòíîøåíèé AU,V =−AV,U .

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èçó÷åíèè ãîìîëîãè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè, àññîöèèðîâàííîé ñ äåéñòâèåì ãðóïïû S I 3 íà êîìïëåêñå ñèììåòðè÷åñêèõ

öèêëîâ S B3, èçíà÷àëüíî ïîñòðîåííîì â [2]. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ

íåíóëåâûì. Äàííîå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãîìîìîðôèçìîâ Ìîðèòû. Ïðè

ýòîì, íåèçâåñòíî, ïîðîæäàþò ëè ýòè êëàññû ãîìîëîãèé âñþ ãðóïïó H2(S I 3,Z).
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2.8 Ñêðó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå Áîðäìàíà�Ôîãòà

Òåîðåìà àääèòèâíîñòè Äóííà óòâåðæäàåò ÷òî äëÿ ëþáûõ m,n ≥ 1 âåðíî ÷òî

Em ⊗En ≃ Em+n, ãäå En òîïîëîãè÷åñêàÿ îïåðàäà ìàëåíüêèõ n-äèñêîâ, ⊗ ïðîèçâåäåíèå

îïåðàä Áîðäìàíà-Ôîãòà, è ≃ îçíà÷àåò îòîáðàæåíèå îïåðàä äàþùåå ïðè ëþáîé àðíîñòè

(ñëàáóþ) ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ýòà òåîðåìà áûëà ÷àñòè÷íî äîêàçàíà â [1],

èìåííî, Äóíí äîêàçàë ÷òî En ≃ E1 ⊗·· ·⊗E1 (n ðàç). Ýòîò ðåçóëüòàò íå âëå÷åò îáùóþ

òåîðåìó èç-çà ôóíäàìåíòàëüíîãî ñâîéñòâà (íåäîñòàòêà) ïðîèçâåäåíèÿ Áîðäìàíà-Ôîãòà,

åãî íå-èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. (×òî îçíà÷àåò,

ïî ñóòè, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Áîðäìàíà-Ôîãòà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì, à íå ïðîèçâîäíûì,

áèôóíêòîðîì). Îáùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â [4], è ýòî äîêàçàòåëüñòâî áûëî íåäàâíî

óïðîùåíî â [3]. Îòìåòèì òàêæå ïîäõîä â [2], ãäå àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ

êîôèáðàíòíûõ çàìåí îïåðàä En. Â ïîäõîäå Ëóðè [5] èñïîëüçóþùèì ∞-êàòåãîðèè, ñàìî

ïðîèçâåäåíèå Áîðäìàíà-Ôîãòà àâòîìàòè÷åñêè çàìåíÿåòñÿ íà ïðîèçâîäíîå, ïîñëå ÷åãî

àíàëîã òåîðåìû Äóííà äîêàçûâàåòñÿ â ëþáîé ñèììåòðè÷åñêîé ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè

(òî÷íåå, â ∞-âåðñèè òàêîâîé). Â ýòîì ñìûñëå ïîäõîä Ëóðè è ïîäõîä Ôåäîðîâè÷à-Ôîãòà

[2] áëèçêè òåì ÷òî îáà ïîäõîäà ðàññìàòðèâàþò ïðîèçâîäíûå çàìåíû, â îäíîì ñëó÷àå ýòî

çàìåíà ñàìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Áîðäìàíà-Ôîãòà, â äðóãîì-êîôèáðàíòíàÿ çàìåíà îïåðàä.

Èíòåðåñ àôôèëèèðîâàííîãî ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè Á. Øîéõåòà ê òåîðåìå Äóí-

íà ñâÿçàí âî ìíîãîì ñ îáùåé ãèïîòåçîé Äåëèíÿ äëÿ n-êàòåãîðèé (äîêàçàòåëüñòâî êîòî-

ðîé â ∞-êàòåãîðíîì êîíòåêñòå [5] òåîðåìó Äóííà äåéñòâèòåëüíî èñïîëüçóåò). Îòìåòèì

÷òî â ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè (êîìïëåêñîâ) âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàèâíàÿ òåîðå-

ìà Äóííà íå âåðíà: â ñèëó àðãóìåíòà Ýêìàííà-Õèëòîíà, Assoc⊗Assoc = Comm, à íå

e2 := H q(E2,ℸ). Îòìåòèì òàêæå ÷òî â ñëó÷àå ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ âåê-

òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òåîðåìà Äóííà íå âåðíà äàæå äëÿ êîôèáðàíòíûõ çàìåí îïåðàä,

òî åñòü â âåðñèè [2]. Íàïðèìåð, öåïíàÿ îïåðàäà Ñòàøåôà St ÿâëÿåòñÿ êîôèáðàíòíîé

çàìåíîé îïåðàäû Assoc, íî ïðè ýòîì St ⊗ St íå êâàçèèçîìîðôíî e2. Äåëî â òîì ÷òî

àðãóìåíò Ýêìàííà-Õèëòîíà íå òðåáóåò àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèé, íî òðåáóåò ïåðå-

ñòàíîâî÷íîñòè è, ÷òî îñîáåííî âàæíî, íàëè÷èå åäèíèö. ×òîáû èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèå

∞-êàòåãîðèé, ìû äîëæíû ÿâíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíîå ïðîèçâåäåíèå Áîðäìàíà-Ôîãòà

⊗L äëÿ îïåðàä â êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü ℸ�ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç hoen êîøóëåâó ðåçîëüâåíòó

îïåðàäû en â êîìïëåêñàõ ℸ�âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ýòîì ïðîåêòå ìû ñòðîèì ÿâíî

ïðîèçâîäíîå ïðîèçâåäåíèå Áîðäìàíà-Ôîãòà ⊗L, äëÿ êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ âåêòîðíûõ

ïðîñòðàíñòâ, è äîêàçûâàåì ÷òî âûïîëíÿåòñÿ hoe1 ⊗L hoe1 ≃ hoe2. Â íàøåé ñëåäóþùåé

ðàáîòå ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü îáùèé ñëó÷àé hoem ⊗L hoen ≃ hoem+n.

Â ðàáîòå [6] Øîéõåò îïðåäåëèë ò.í. ñêðó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ

ãðàäóèðîâàííûõ (äã) êàòåãîðèé, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïàðû ìàëûõ äã êàòåãîðèé
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C,D, èìååòñÿ ïðîèçâîäíûé âíóòðåííèé Hom, îáîçíà÷àåìûé Coh(C,D). Ýòî äã êàòåãîðèÿ

îáúåêòû êîòîðîé ýòî äã ôóíêòîðû C → D (â äðóãîé âåðñèè A∞ ôóíêòîðû, à ìîðôèçìû

èç F â G�ïðîèçâîäíûå íàòóðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, äàþùèåñÿ êîöåïÿìè Õîõøèëüäà C

ñ êîýôôèöèåíòàìè â C-áèìîäóëå D(F(−),G(=)). Â [6] ïîêàçûâàåòñÿ ÷òî èìååòñÿ ëåâûé

ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð, êîòîðûé è åñòü ñêðó÷åííîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

Hom(C
∼
⊗D,E) = Hom(C,Coh(D,E))

ãäå âíåøíèé Hom ýòî ìíîæåñòâî äã ôóíêòîðîâ.

Öâåòíàÿ äã îïåðàäà, âñå îïåðàöèè êîòîðîé èìåþò àðíîñòü 1�ýòî â òî÷íîñòè äã

êàòåãîðèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ (êëàññè÷åñêèé) ïðàâûé ñîïðÿæåííûé âíóòðåííèé

Hom ê (êëàññè÷åñêîìó) ïðîèçâåäåíèþ Áîðäìàíà-Ôîãòà öâåòíûõ äã îïåðàä [7]. Ìîæíî

òàêæå îïðåëèòü ïðîèçâîäíóþ âåðñèþ âíóòðåííåãî Hom'à, è ïîñëå ýòîãî îïðåäåëèòü

ëåâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð ê íåé:

Hom(O1⊗L
BVO2,O3) = Hom(O1,Coh(O2,O3))

Ìû íàçûâàåì O1 ⊗L
BV O2, èëè ñîêðàùåííî O1 ⊗L O2, ïðîèçâîäíûì ïðîèçâåäåíèåì

Áîðäìàíà-Ôîãòà.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî ÷òî

hoe1 ⊗L hoe1 ≃ hoe2

îñíîâàíî íà äîâîëüíî ïðÿìîì âû÷èñëåíèè. Îòìåòèì, ÷òî òóò èñïîëüçóåòñÿ äâóñòîðîí-

íÿÿ âåðñèÿ ñêðó÷åííîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïðè êîòîðîé, äàæå â ñëó÷àå äã êà-

òåãîðèé, òåðÿåòñÿ óíèòàëüíîñòü, è ïîëó÷àåòñÿ ñëàáî óíèòàëüíàÿ äã êàòåãîðèÿ. Ýòî ÿâ-

ëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì íåâîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ àðãóìåíòà Ýêìàííà-Õèëòîíà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåííî äâóñòîðîííåå ñêðó÷åííîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâîäíûì ïî îáîèì àðãóìåíòàì.

Îòìåòèì ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñëó÷àÿìè äã êàòåãîðèé è öâåòíûõ äã

îïåðàä. Â ñëó÷àå äã êàòåãîðèé íàä ïîëåì îáû÷íîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ⊗ èìååò ãî-

ìîòîïè÷åñêèé ñìûñë, òî åñòü C⊗D çàìåíÿåòñÿ íà êâàçèèçîìîðôíóþ äã êàòåãîðèþ ïðè

çàìåíå íà êâàçèèçîìîðôíûå äã êàòåãîðèé C è D. Ýòî íåâåðíî â ñëó÷àå öâåòíûõ äã îïå-

ðàä è ïðîèçâåäåíèÿ Áîðäìàíà-Ôîãòà. Øîéõåò äîêàçûâàåò, ÷òî ïîñòðîåííîå ïðîèçâîäíîå

ïðîèçâåäåíèå Áîðäìàíà-Ôîãòà öâåòíûõ äã îïåðàä îáëàäàåò òàêîé èíâàðèàíòíîñòüþ ïðè

çàìåíàõ äã îïåðàä íà êâàçèèçîìîðôíûå, è, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåò ïðîèçâåäåíèå íà

ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè.
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2.9 Äîñòèæèìûå êàòåãîðèè è îñíàùåíèÿ

Äàâíî èçâåñòíî, ÷òî, õîòÿ òåîðèÿ êàòåãîðèé äàâíî ñòàëà ðàáî÷èì ÿçûêîì âî ìíî-

ãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, âêëþ÷àÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, äëÿ

íåêîòîðûõ çàäà÷ ñòàíäàðòíîé òåõíèêè òåîðèè êàòåãîðèé íåäîñòàòî÷íî. Òàê, íàïðèìåð,

ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè îò àáåëåâûõ � âàæíåéøèé îáüåêò èññëåäîâàíèÿ â ñîâðåìåííîé

àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, â òîì ÷èñëå â åå íåêîììóòàòèâíîé âåðñèè � íåëüçÿ ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ïðîñòî êàòåãîðèè: ìíîãèå åñòåñòâåííûå êîíñòðóêöèè, íàïðèìåð ñêëåéêà, â

òàêîì ïîäõîäå íå ðàáîòàþò. Îò÷àñòè ïîìîãàåò èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó

ò.í. �òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè�, è ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè òàêèì ïîäõîäîì ÷àñòî

ïîëüçóþòñÿ, îäíàêî è ýòîãî äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ íå õâàòàåò. Ïðàâèëüíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿ-

åòñÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ �ñ îñíàùåíèåì�, è êàê ëó÷øå âñåãî ïðèäàâàòü ýòîé

ôðàçå ñìûñë, äî ñèõ ïîð íåïîíÿòíî.

Áîëåå îáùî, ïîòðåáíîñòü â ðàññìîòðåíèè îñíàùåíèé âîçíèêàåò âñåãäà, êîãäà êà-

òåãîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ëîêàëèçàöèè, ò.å. ôîðìàëüíîãî îáðàùåíèÿ íåêîòîðîãî

êëàññà ìîðôèçìîâ (íàïðèìåð, êâàçèèçîìîðôèçìîâ êîìïëåêñîâ, ÷òî äàåò ïðîèçâîäíûå

êàòåãîðèè). Ïðè ýòîì â íåëèíåéíûõ ñèòóàöèÿõ îñíàùåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ âîïðîñîì óæå íå

ãîìîëîãè÷åñêîé, à ãîìîòîïè÷åñêîé àëãåáðû. Íà ñàìîì äåëå, åùå äî âðåìåí êëàññè÷å-

ñêîé êíèãè Ä. Êâèëëåíà �Ãîìîòîïè÷åñêàÿ àëãåáðà� ïîíÿòíî, ÷òî èìåííî ëîêàëèçàöèÿ

� à íå, ñêàæåì, òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà � è ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèì îáüåêòîì èçó÷å-

íèÿ â òåîðèè ãîìîòîïèé. Ãðóáî ãîâîðÿ, îñíàùåííàÿ êàòåãîðèÿ îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé

òåì, ÷òî âìåñòî ìíîæåñòâ ìîðôèçìîâ Hom(−,−) â íåé åñòü öåëûå ãîìîòîïè÷åñêèå òèïû

ìîðôèçìîâ, îò êîòîðûõ �íàèâíûå� ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ ïîëó÷àþòñÿ êàê ìíîæåñòâà

ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

Ñóùåñòâóþùèå â íàñòîÿùèé ìîìåíò òåõíèêè ðàáîòû ñ îñíàùåííûìè êàòåãîðèÿ-

ìè � íàïðèìåð, ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà Ñèãàëà â ñìûñëå ×. Ðåçêà, èëè êâàçèêàòåãîðèè À.
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Æóàÿëÿ, ïîïóëÿðèçîâàííûå Äæ. Ëóðè � íå âïîëíå óäîáíû, ò.ê. ãðîìîçäêè òåõíè÷åñêè,

è çàâèñÿò îò ðÿäà ïðîèçâîëüíûõ âûáîðîâ.

Óæå äîâîëüíî äàâíî ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè áûëà ïîñòðîåíà ñóùåñòâåííî áî-

ëåå åñòåñòâåííàÿ è ïðîñòàÿ òåõíèêà îñíàùåíèé, îñíîâàííàÿ íà èäåå �äåðèâàòîðîâ� À.

Ãðîòåíäèêà. Ãðóáî ãîâîðÿ, êàòåãîðèÿ, îñíàùåííàÿ â äåðèâàòîðíîì ñìûñëà, ýòî íå ïðî-

ñòî îäíà êàòåãîðèÿ C , à íàáîð êàòåãîðèé C I, ïðîèíäåêñèðîâàííûõ ìàëûìè êàòåãîðèÿìè

I, è åñòåñòâåííûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó íèìè. Íà ïðàêòèêå, íå íóæíî è äàæå âðåäíî ïîçâî-

ëÿòü â êà÷åñòâå èíäåêñà ëþáûå ìàëûå êàòåãîðèè � äîñòàòî÷íî ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííûõ

ìíîæåñòâ êîíå÷íîé öåïíîé ðàçìåðíîñòè è, áîëåå îáùî, ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-

æåñòâ, îãðàíè÷åííûõ ñëåâà (êàòåãîðèþ êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç Pos+).

Äëÿ ìàëûõ êàòåãîðèé òàêàÿ òåõíèêà îñíàùåíèé ðàáîòàåò î÷åíü õîðîøî, êîí-

ñòðóêöèè ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûìè è åñòåñòâåííûìè, ïðè÷åì íèêàêàÿ èíôîðìàöèÿ íå òå-

ðÿåòñÿ � èìååòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû ïðåäñòàâèìîñòè Áðàóíà, ãëàñÿùåå, ÷òî ëþáàÿ

äåðèâàòîðíî-îñíàùåííàÿ ìàëàÿ êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâèìà ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì Ñèãàëà,

ïðè÷åì ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ ïî ìîäóëþ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàþò ñ

ìíîæåñòâàìè ôóíêòîðîâ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Îäíàêî ñ áîëüøèì êàòåãîðèÿìè

âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ ïðîáëåìà.

Îòìåòèì, ÷òî è â ðàìêàõ îáû÷íîé òåîðèè êàòåãîðèé ïîíÿòèå áîëüøîé êàòåãîðèè,

õîòÿ è ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî, âåäåò ñåáÿ ñòðàííî � òàê, ìû âñå æå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

Hom-ìíîæåñòâà äàæå â áîëüøîé êàòåãîðèè ìàëû, èç-çà ÷åãî ôóíêòîðû ìåæäó äâóìÿ

áîëüøèìè êàòåãîðèÿìè êàòåãîðèþ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáðàçóþò (ìîðôèçìû ìåæäó äâó-

ìÿ ôóíêòîðàìè ìîãóò îáðàçîâûâàòü íå ìíîæåñòâî, à êëàññ). Â îñíàùåííîì êîíòåêñòå

âñå åùå õóæå: íå óäàåòñÿ îïðåäåëèòü äàæå ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ.

À èìåííî, íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè êàòåãîðèé ïîä êîììóòàòèâíûì êâàäðàòîì

îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ äèàãðàììà
C01 −−−→ C0y y
C1 −−−→ C ,

ñíàáæåííàÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó äâóìÿ ôóíêòîðàìè èç C01 â C (êàêîâîé íà äèàãðàì-

ìå íå ïèøåòñÿ, íî âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ). Ëåãêî ïîñòðîèòü ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå,

îáëàäàþùåå óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê òàêèì êâàäðàòàì � ýòî ïðîñòî

êàòåãîðèÿ C0 ×C C1 òðîåê ⟨c0,c1,α⟩ îáüåêòîâ c0 ∈ C0, c1 ∈ C1, è èçîìîðôèçìà ìåæäó

èõ îáðàçàìè â C . Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êâàäðàòà, èìååì åñòåñòâåííûé

ôóíêòîð C01 → C0 ×C C1, åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíñòâåííîãî èçîìîðôèçìà.

Åñëè íàøè êàòåãîðèè îñíàùåííûå, ò.å. ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâà íàä Pos+, òî ïî-

íÿòèå êîììóòàòèâíîãî êâàäðàòà íå ìåíÿåòñÿ, îäíàêî ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíûé îáüåêò

íå òàê-òî ïðîñòî: íàèâíîå ïðîèçâåäåíèå C0 ×C C1 íå îáðàçóåò îñíàùåííóþ êàòåãîðèþ

(à èìåííî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî íàä Pos+ íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëóòî÷íîñòè,

êðèòè÷åñêè âàæíûì äëÿ òåîðåìû Áðàóíà). Îäíàêî, êàê áûëî äîêàçàíî ñîòðóäíèêàìè

ëàáîðàòîðèè, åñëè íàøè îñíàùåííûå êàòåãîðèè ìàëûå, óíèâåðñàëüíûé îáüåêò âñå æå
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ñóùåñòâóåò � à èìåííî, ñóùåñòâóåò îñíàùåííîå ïðîèçâåäåíèå C0 ×C C1, è äëÿ ëþáîãî

êîììóòàòèâíîå êâàäðàòà, ïîëó÷àåì åñòåñòâåííûé ôóíêòîð C01 → C0 ×h
C C1, åäèíñòâåí-

íûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ïðàâäà, ýòîò èçîìîðôèçì óæå íå åäèíñòâåííûé, â

ðåçóëüòàòå ÷åãî C0 ×h
C C1 îïðåäåëåíà óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ñ òî÷íîñòüþ äî ýêèâà-

ëåíòíîñòè, åäèíñòâåííîé òàêæå ñ òî÷íîñòüþ äî íååäèíñòâåííîãî èçîìîðôèçìà. Íî òóò

óæ äåëàòü íå÷åãî, òàêîâà ïðèðîäà âåùåé, è çíà÷èòåëüíûõ íåóäîáñòâ ýòî íå äîñòàâëÿåò.

Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ áîëüøèõ êàòåãîðèé àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ ïðîâåñòè íå

óäàåòñÿ, è âîçìîæíî, åå è íå ñóùåñòâóåò.

Â òåêóùèé îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè èçó÷àëè ñïîñîá áîðüáû ñ

ýòîé ïðîáëåìîé, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè äîñòèæèìîé (accessible) êàòåãîðèè.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè äàí êàêîé-òî áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë κ , òî ÷àñòè÷íî-

óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ κ-íàïðàâëåííûì, åñëè ó ëþáîãî åãî ïîäìíîæå-

ñòâà ìîùíîñòè ìåíüøå κ èìååòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü (íå îáÿçàòåëüíî òî÷íàÿ). Èçâåñòíî,

÷òî êîïðåäåëû ïî κ-íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâàìè êîììóòèðóþò ñ ïðåäåëàìè ìîùíîñòè,

ìåíüøåé κ . Îáüåêò c êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ κ-êîìïàêòíûì, åñëè Hom(c,−) êîììó-

òèðóåò ñ κ-íàïðàâëåííûìè êîïðåäåëàìè. Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ κ-äîñòèæèìîé åñëè ñ

îäíîé ñòîðîíû, â íåé åñòü κ-íàïðàâëåííûå êîïðåäåëû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü è ìíî-

æåñòâî κ-êîìïàêòíûõ îáðàçóþùèõ. Åñëè êàòåãîðèÿ èìååò ëþáûå êîïðåäåëû, òî ÷åì

áîëüøå κ , òåì ýòî óñëîâèå ñëàáåå; â îáùåì ñëó÷àå ïðÿìîé ñâÿçè íåò. Òàê èëè èíà÷å,

ãîâîðÿò, ÷òî êàòåãîðèÿ äîñòèæèìà, åñëè îíà äîñòèæèìà äëÿ êàêîãî-ëèáî áåñêîíå÷íîãî

êàðäèíàëà κ .

Ïî-âèäèìîìó, âñå áîëüøèå êàòåãîðèè, êîòîðûå ðåàëüíî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå,

íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ äîñòèæèìûìè, è íåêîòîðûé íåôîðìàëüíûé êîíñåíñóñ â íàóêå

ïðî îñíàùåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåäîñòèæèìûå áîëüøèå êàòåãîðèè ïðîñòî íå íàäî

ðàññìàòðèâàòü. Ïî êðàéíåé ìåðå, â ðàáîòàõ Äæ. Ëóðè è ïîñëåäîâàòåëåé ýòî õîðîøî

ïðîëåæèâàåòñÿ. Ïîñòðîèòü ïðèìåð íåäîñòèæèìîé êàòåãîðèè î÷åíü ëåãêî � íàïðèìåð,

òàêîâà ïðîòèâîïîëîæíàÿ Setso ê êàòåãîðèè Sets âñåõ ìíîæåñòâ � îäíàêî ðàññìàòðèâàòü

èõ, ïî-âèäèìîìó, ïðîñòî íå íàäî.

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè èçó÷àëîñü ïîíÿòèå äîñòèæèìî-

ñòè, êàê â êëàññè÷åñêîì, òàê è â îñíàùåííîì êîíòåêñòå. Òàê, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çà-

ìûêàíèå ïî Êàðóáè ëþáîé ìàëîé êàòåãîðèè äîñòèæèìî (ñ ÿâíîé îöåíêîé íà íóæíûé

êàðäèíàë â òåðìèíàõ ìîùíîñòè ñàìîé ìàëîé êàòåãîðèè). Êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî,

êàê â îñíàùåííîì, òàê è â êëàññè÷åñêîì êîíòåêñòå, ðàññìîòðåíèå òîëüêî äîñòèæèìûõ

êàòåãîðèé äåéñòâèòåëüíî ðåøàåò âñå îáíàðóæåííûå ïðîáëåìû � äîñòèæèìûå ôóíêòîðû

óæå îáðàçóþ êàòåãîðèþ, ïðè÷åì òàêæå äîñòèæèìóþ, à êîììóòàòèâíûå êâàäðàòû äî-

ñòèæèìûõ îñíàùåííûõ êàòåãîðèé è ôóíêòîðîâ ïîðîæäàþò óíèâåðñàëüíîå îñíàùåííîå

ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå ðîâíî ñ òåìè æå õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå èçâåñòíû

äëÿ ìàëûõ êàòåãîðèé. Òåì ñàìûì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèòóàöèÿ ñ áîëüøèìè êàòåãîðè-

ÿìè â êîíòåêñòå äåðèâàòîðíûõ îñíàùåíèé âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî ðàçðåøåíà.
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3 Êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

3.1 Òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ íàèìåíüøåé íåòðèâèàëüíîé ãðóïïîé ìî-

íîäðîìèè

Ïóñòü X ⊂ PN � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå (íàä C) ðàçìåðíîñòè n, è

ïóñòü Y ⊂ X � åãî ãëàäêîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå. Åñëè n íå÷åòíà, òî, êàê èçâåñòíî,

ãðóïïà ìîíîäðîìèè, äåéñòâóþùàÿ íà Hn−1(Y,Q) (â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü

åå ãðóïïîé ìîíîäðîìèè ìíîãîîáðàçèÿ X), òðèâèàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðî-

åêòèâíî äâîéñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå X∗ ⊂ (PN)∗ íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Äëÿ

íåáîëüøèõ çíà÷åíèé n èìååòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. [1]); â

÷àñòíîñòè, ïðè n= 3 äâîéñòâåííîå íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ (è òåì ñàìûì ãðóïïà

ìîíîäðîìèè òðèâèàëüíà) òîëüêî ó P3 è ó ðàññëîåíèé íà ïëîñêîñòè íàä ãëàäêîé êðèâîé.

Åñòåñòâåííûé ñëåäóþùèé øàã � îïèñàòü òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ íàèìåíü-

øåé íåòðèâèàëüíîé ãðóïïîé ìîíîäðîìèè, òî åñòü ìíîãîîáðàçèÿ, ó êîòîðûõ ýòà ãðóïïà

èçîìîðôíà Z/2Z. Ýòî îïèñàíèå äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü X ⊂ PN � ãëàäêîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ãðóïïà ìîíîäðîìèè

êîòîðîãî èçîìîðôíà Z/2Z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

� X �êâàäðèêà â P4;

� X �ìíîãîîáðàçèå Âåðîíåçå v2(P3)⊂ P9 èëè åãî èçîìîðôíàÿ ïðîåêöèÿ;

� X �ðàçäóòèå P3 â òî÷êå, âëîæåííîå òàêèì îáðàçîì, ÷òî OX(1)∼= OX(2H −E), ãäå

H �ïðîîáðàç ïëîñêîñòè â P3 è E �èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð;

� X �ìíîãîîáðàçèå Ñåãðå P1 ×P1 ×P1 ⊂ P7.

Ýòà êëàññèôèêàöèÿ áûëà àíîíñèðîâàíà Ô.Ë. Çàêîì â ðàáîòå [6].

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 â êà÷åñòâå ïîáî÷íîãî ïðîäóêòà ïîëó÷àåòñÿ ñëå-

äóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E � î÷åíü îáèëüíîå ðàññëîåíèå íàä ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S.

Ïóñòü c2(E ) = r. Åñëè âàðüèðîâàòü ñå÷åíèå s ðàññëîåíèÿ E , èìåþùåå ðîâíî r íóëåé,

â ïðîñòðàíñòâå ñå÷åíèé, îáëàäàþùèõ òåì æå ñâîéñòâîì, òî ýòà âàðèàöèÿ èíäóöèðóåò

ïîäãðóïïó â ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà íóëåé ñå÷åíèÿ s.

Òåîðåìà 3.2. Â óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ýòà ïîäãðóïïà ñîâïàäàåò ñî âñåé ñèììåòðè-

÷åñêîé ãðóïïîé Sr.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ðàáîòå [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èç îäíîãî ðåçóëüòàòà SGA7 âûòåêàåò ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå: åñëè X ⊂ PN � ãëàäêîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òî ãðóïïà ìîíîäðîìèè

äëÿ X êîíå÷íà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðèñîåäèíåííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
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|KX +H| ïóñòà. Êðîìå òîãî, â òîì æå SGA7 (Expos�e XIX) ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ãðóïïà

ìîíîäðîìèè íå÷åòíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íà è íåòðèâèàëüíà, òî îíà èçîìîðôíà

ãðóïïå Âåéëÿ íåêîòîðîé íåïðèâîäèìîé ñèñòåìû êîðíåé áåç êðàòíûõ ñâÿçåé (ïðè ýòîì

êîðíè ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ îáðàçàìè èñ÷åçàþùèõ öèêëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòî-

ðîìó ïó÷êó Ëåôøåöà, îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû ìîíîäðîìèè).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñòàòüå [5] ñîäåðæèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ïàð (X ,L ), ãäå X �

ãëàäêîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, L � îáèëüíûé îáðàòèìûé ïó÷îê è H0(ωX ⊗L ) = 0.

Âû÷ëåíÿÿ èç íåå ñëó÷àè, êîãäà L î÷åíü îáèëåí, ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà ìîíîäðîìèè

ãëàäêîãî òðåõìåðíîãî X ⊂ PN êîíå÷íà è íåòðèâèàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X

îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

� X �êâàäðèêà â P4;

� X � P1-ðàññëîåíèå íàä ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S, ò. å. (X ,OX(1))∼= (P(E ),OP(E )|S(1));

� X �ïó÷îê êâàäðèê, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé ìîðôèçì p : X → C, ãäå C � ãëàäêàÿ

êðèâàÿ, ÷òî ñëîé p íàä îáùåé òî÷êîé C ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êâàäðèêîé;

� X �ïó÷îê Âåðîíåçå, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé ìîðôèçì p : X → C, ãäå C � ãëàäêàÿ

êðèâàÿ, ÷òî ñëîé p íàä îáùåé òî÷êîé C ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Âåðîíåçå v2(P2)⊂
P5 èëè åå èçîìîðôíîé ïðîåêöèåé;

� X �ìíîãîîáðàçèå Ôàíî èíäåêñà 2, âëîæåííîå ïîëîâèíîé àíòèêàíîíè÷åñêîãî êëàñ-

ñà, èëè åãî èçîìîðôíàÿ ïðîåêöèÿ;

� (X ,OX(1)) ∼= (W,OW (2σ∗H −E1 − . . .−Ek)), ãäå W �ðàçäóòèå ãëàäêîé òðåõìåðíîé

êâàäðèêè Q â k ⩾ 0 òî÷êàõ, σ : W → Q� ñòÿãèâàíèå ðàçäóòîãî, H ⊂ Q� ãèïåðïëîñ-

êîå ñå÷åíèå è E1, . . . ,Er ⊂ X �èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû.

Äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ ìíîãîîáðàçèé â âûøåïðèâåäåííîì ñïèñêå ìîæíî íàé-

òè, ïîëüçóÿñü ìåòîäàìè èç ãëàâû 4 êíèãè [4], íàéòè ñèñòåìó êîðíåé, ñîîòâåòñòâóþùóþ

êîíå÷íîé ãðóïïå ìîíîäðîìèè. Â ñëó÷àå 1 ýòî, åñòåñòâåííî, A1. Â ñëó÷àå 2 ýòî Ar−1, ãäå

r = c1(E ). Â ñëó÷àå 3 ýòî D4 èëè A3, åñëè ìîíîäðîìèÿ âòîðûõ êîãîìîëîãèé íåîñîáîãî

ñëîÿ ïó÷êà êâàäðèê ïåðåñòàâëÿåò êëàññû ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ, è An, åñëè íå

ïåðåñòàâëÿåò. Â ñëó÷àå 4 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà êîðíåé �D4 èëè E8. Â ñëó÷àå 5 ïî-

ëó÷àþòñÿ ñèñòåìû êîðíåé E6, D5, A4, A2 èëè A1. Íàêîíåö, â ñëó÷àå 6 âîçíèêàåò ñèñòåìà

êîðíåé D5.

×òîáû ïîëó÷èòü èñêîìóþ êëàññèôèêàöèþ è òåì ñàìûì äîêàçàòü òåîðåìó 1, îñòà-

åòñÿ îòîáðàòü òå ìíîãîîáðàçèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà êîðíåé åñòü A1. Â ÷àñòè ñëó÷àåâ

ýòî òðèâèàëüíî èëè íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, â ñëó÷àÿõ 3, 4 è 6 ýòî

òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé.

Îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [3].
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In Algebraic geometry (Chicago, IL, 1989), volume 1479 of Lecture Notes in Math., pages

273�280. Springer, Berlin, 1991.

3.2 Êðèòåðèè ðàöèîíàëüíîñòè ôàêòîðîâ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ïî êî-

íå÷íûì ãðóïïàì àâòîìîðôèçìîâ

Ðàññìîòðèì ïîëå k è ìíîãîîáðàçèå X íàä ýòèì ïîëåì. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåò-

ñÿ k-ðàöèîíàëüíûì, åñëè îíî áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíî ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó
ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå

àëãåáðå: ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì, åñëè åãî ïîëå ôóíêöèé ÿâëÿåò-

ñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ.

Èçó÷åíèå ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ðàöèîíàëüíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ òåì

áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè.

Îäíîé èç òàêèõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàöèîíàëüíîñòè ôàêòîðîâ ìíî-

ãîîáðàçèé ïî êîíå÷íûì ãðóïïàì àâòîìîðôèçìîâ. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G äåéñòâó-

åò íà X àâòîìîðôèçìàìè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ôàêòîðìíîãîîáðàçèå X/G

k-ðàöèîíàëüíûì. Ýòîò âîïðîñ èìååò êðàéíå åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ

ïîëåé ôóíêöèé: ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëå èíâàðèàíòîâ k(X)G ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøè-

ðåíèåì ïîëÿ k. Â îáùåì âèäå ýòî î÷åíü áîëüøîé îáú¼ì, ïîýòîìó ðàçóìíî èçó÷àòü ÷àñò-

íûå ñëó÷àè ýòîãî âîïðîñà. Íàïðèìåð, îãðàíè÷èòü ðàçìåðíîñòü, õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ

èëè êëàññû ìíîãîîáðàçèé, äëÿ êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ ðàöèîíàëüíîñòü ôàêòîðà. Â ÷àñò-

íîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, êîãäà X ñàìî ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì èëè õîòÿ

áû ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûì (òî åñòü ðàöèîíàëüíûì íàä çàìûêàíèåì îñíîâíîãî

ïîëÿ k).
Â ðàçìåðíîñòè 1, òî åñòü äëÿ êðèâûõ, ôàêòîð âñÿêîé k-ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ÿâ-

ëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì ïî òåîðåìå Ëþðîòà. Îäíàêî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûõ

êðèâûõ ýòî íåâåðíî: íàïðèìåð, âñÿêàÿ êîíèêà áåç òî÷åê ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíà, íî
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å¼ ôàêòîð ïî òðèâèàëüíîé ãðóïïå íå ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì. Áîëåå òîãî, ôàêòîð òà-
êîé êðèâîé ïî ëþáîé ãðóïïå íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà íå ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì, ïîñêîëüêó
íà í¼ì íåò k-òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà k-ðàöèîíàëüíîñòè âàæíî òåì

èëè èíûì ñïîñîáîì ïîêàçàòü, ÷òî íà èññëåäóåìîì ìíîãîîáðàçèè åñòü k-òî÷êè.
Â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè 2, òî åñòü ïîâåðõíîñòåé, äëÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïî-

ëåé õàðàêòåðèñòèêè 0 âåðíî, ÷òî ôàêòîð ðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàöèîíàëåí. Ýòî

ìîæíî äîêàçàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì ðàöèîíàëüíîñòè Êàñòåëüíóîâî. Îäíà-

êî, åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè ýòî ïåðåñòà¼ò áûòü

âåðíûì: ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ k-ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé è êî-
íå÷íûõ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé òàêèõ, ÷òî ôàêòîð íå ÿâëÿåòñÿ k-
ðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. Â îáùåì ñëó÷àå (ïðè íàëè÷èè õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà â

ïîëå, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êâàäðàòîì) êëàññ ôàêòîðîâ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé áóäåò áèðàöèî-

íàëüíî íåîãðàíè÷åííûì.

Òåì íå ìåíåå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà k-ðàöèîíàëüíîñòè ôàêòîðîâ ïîâåðõíîñòåé ïî

êîíå÷íûì ãðóïïàì íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûìè ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè 0 ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè. Îñíîâíîé èç íèõ �

ýòî ïðèìåíåíèå ýêâèâàðèàíòíîé ïðîãðàììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé, êîòîðûé â ñëó÷àå

ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïîçâîëÿåò çàìåíèòü å¼ ëèáî ïîâåðõíîñòüþ

ñî ñòðóêòóðîé îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà êîíèêè íàä êðèâîé ðîäà 0,

ëèáî ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ äåëü Ïåööî. Äàëåå äëÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ìîæíî

ÿâíî íàéòè ôàêòîð, ðàçðåøèòü îñîáåííîñòè è, ñíîâà ïðèìåíèâ ïðîãðàììó ìèíèìàëü-

íûõ ìîäåëåé, ïîëó÷èòü ðàññëîåíèå íà êîíèêè èëè ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî. Äëÿ òàêèõ

ïîâåðõíîñòåé åñòü êëàññè÷åñêèé êðèòåðèé ðàöèîíàëüíîñòè.

Òåîðåìà ([Isk96, Chapter 4]). Ìèíèìàëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü

S íàä ñîâåðøåííûì ïîëåì k ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(i) S(k) ̸=∅;
(ii) K2

S ⩾ 5.

Èñïîëüçóÿ ýòîò êðèòåðèé, ìîæíî ïîëó÷èòü åãî îáîáùåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ôàêòîðîâ

ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà ([Tr18, Corollary 1.2]). Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, X � ãëàäêàÿ

ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä k òàêàÿ, ÷òî X(k) ̸= ∅, à G � êîíå÷-

íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ X . Åñëè K2
X ⩾ 5, òî ôàêòîðïîâåðõíîñòü X/G ÿâëÿåòñÿ k-

ðàöèîíàëüíîé.

Îáðàòèòå âíèìàíèÿ, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ k-ðàöèîíàëüíîñòè òðåáîâàëîñü äâà
óñëîâèÿ: îãðàíè÷åíèå íà êâàäðàò êàíîíè÷åñêîãî êëàññà K2 ⩾ 5 è íàëè÷èå k-òî÷åê íà

èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè. Îòêàçàòüñÿ îò ïåðâîãî èç íèõ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì:

èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå è ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåðû ôàêòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèî-
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íàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ K2 ⩽ 4, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Îäíàêî îò âòîðîãî

óñëîâèÿ ìîæíî âïîëíå îòêàçàòüñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè íåò k-òî÷åê, òî îíè ìîãóò ïîÿâèòü-
ñÿ íà ôàêòîðïîâåðõíîñòè. À çíà÷èò, ïîñëå ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé è ïðèìåíåíèÿ ïðî-

ãðàììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé áóäåò âûïîëíåíî âòîðîå óñëîâèå êðèòåðèÿ ðàöèîíàëü-

íîñòè Èñêîâñêèõ. Ïðè ýòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêèõ òî÷åê íà ôàêòîðå êðàéíå ïîëåçíûì

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðè¼ì: åñëè â êîíå÷íîé ãðóïïå G åñòü ïîäãðóïïà H (íå îáÿçàòåëüíî

íîðìàëüíàÿ) è X/H ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì, òî íà ôàêòîðå X/G ìíîæåñòâî k-òî÷åê
ïëîòíî â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ôàêòîð ãåîìåòðè÷åñêè

ðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè X ñòåïåíè 5 èëè âûøå ïî êîíå÷íîé ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûì è áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòåí ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 5 èëè

âûøå. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå åñëè K2
X ⩾ 5 è â ãðóïïå G íàéä¼òñÿ ïîäãðóïïà H òàêàÿ,

÷òî X/H ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì, òî X/G òàêæå ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíûì.
Êðîìå òîãî, äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñòåïåíè 5 è âûøå â

ýòîì ãîäó áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îòêà-

çàòüñÿ îò óñëîâèÿ íàëè÷èÿ k-òî÷êè íà èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìà. Ïóñòü X � ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä àëãåáðàè÷åñêè íåçà-

ìêíóòûì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 0, à G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ, äåéñòâó-

þùàÿ íà X . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K2
X ⩾ 5 è èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå G íà ãðóïïå Ïèêàðà

Pic
(
X
)
íåòðèâèàëüíî. Òîãäà ôàêòîðïîâåðõíîñòü X/G ÿâëÿåòñÿ k-ðàöèîíàëüíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïû, äåéñòâóþùèå íà ãåîìåòðè÷åñêè ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõ-

íîñòÿõ ñòåïåíè 5 è âûøå, äëÿ êîòîðûõ ôàêòîðû ìîãóò íå ÿâëÿþòñÿ k-ðàöèîíàëüíûìè,
âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè â òîðå, äåéñòâóþùåì íà X , à ñàìè òàêèå ïîâåðõíîñòè íå

èìåþò k-òî÷åê.
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3.3 Íîðìàëüíûå ïîðÿäêè â öåíòðàëüíûõ ïðîñòûõ àëãåáðàõ

Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ ïîëåì ÷àñòíûõ F, è ïóñòü A �

öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà íàä F. Ïîðÿäêîì â A íàçûâàåòñÿ R-ïîäàëãåáðà Λ ⊂ A, êî-

íå÷íî ïîðîæäåííàÿ êàê R-ìîäóëü è òàêàÿ, ÷òî Λ⊗RF∼= A. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Λ

àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì R-ìîäóëåì. Ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñ-

ëè îí íå ñîäåðæèòñÿ â ñòðîãî áîëüøåì ïîðÿäêå. Ïîðÿäîê Λ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì,
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åñëè åãî ðàäèêàë Äæåêîáñîíà radΛ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì èäåàëîì (â ýòîì ñëó÷àå îí

òàêæå ÿâëÿåòñÿ è ãëàâíûì ïðàâûì èäåàëîì, ïîðîæäåííûì òåì æå ñàìûì ýëåìåíòîì).

Ñòðóêòóðà ïîðÿäêîâ â öåíòðàëüíûõ ïðîñòûõ àëãåáðàõ îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêèì

ïðåäìåòàì èçó÷åíèÿ íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû. Â òî âðåìÿ êàê íàèáîëåå õîðîøèìè

ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ìàêñèìàëüíûå ïîðÿäêè, ñâîéñòâî ìàêñèìàëüíîñòè íåèíâàðèàíò-

íî äàæå îòíîñèòåëüíî ýòàëüíîé çàìåíû áàçû. Ïðè ýòîì êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, è ñâîéñòâî íîðìàëüíîñòè óæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî òàêîé

çàìåíû (ýòî áûëî äîêàçàíî Ä.×åíîì). Ïîðÿäêè â àëãåáðàõ ðàçìåðíîñòè 4 èìåþò ïðèëî-

æåíèÿ ê òåîðèè ðàññëîåíèé íà êîíèêè íàä êðèâûìè, îïðåäåë¼ííûìè íàä ïðîèçâîëüíûì

ïîëåì.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îïèñûâàåò öåíòðàëüíûå ïðîñòûå àëãåáðû, íàèáîëåå èí-

òåðåñíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ ïîëåì ÷àñòíûõ F. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ α ∈ BrF ÿâëÿåòñÿ ðó÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå êîëüöî äèñ-

êðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ R′ ñ ïîëåì ÷àñòíûõ F′ è òàêîé ýòàëüíûé ìîðôèçì R ↪→ R′, ÷òî

îòîáðàæåíèå îáðàòíîãî îáðàçà BrF→ BrF′ ïåðåâîäèò α â íóëü. Åñëè A � öåíòðàëüíàÿ

ïðîñòàÿ àëãåáðà íàä F, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ðó÷íàÿ, åñëè åå êëàññ â ãðóïïå Áðàóý-

ðà BrF ðó÷íîé.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîëå âû÷åòîâ êîëüöà äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñîâåðøåííî

(íàïðèìåð, èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0), òî ëþáàÿ öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà íàä åãî

ïîëåì ÷àñòíûõ ÿâëÿåòñÿ ðó÷íîé.

Â 2022 ãîäó ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè Ê.À.Øðàìîâ è Â.À.Âîëîãîäñêèé ïîëó-

÷èëè ïîëíîå îïèñàíèå íîðìàëüíûõ ïîðÿäêîâ â ðó÷íûõ öåíòðàëüíûõ ïðîñòûõ àëãåáðàõ

ðàçìåðíîñòè 4 íàä ïîëÿìè ÷àñòíûõ êîëåö äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ. À èìåííî, áûëà

äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ íîðìèðîâàíèåì ν , ìàê-

ñèìàëüíûì èäåàëîì m, ïîëåì âû÷åòîâ K õàðàêòåðèñòèêè p ≥ 0 è ïîëåì ÷àñòíûõ F.
Ïóñòü A � öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 4 íàä F, è ïóñòü Λ ⊂ A � íîð-

ìàëüíûé ïîðÿäîê. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

� Åñëè p ̸= 2, òî Λ ïîðîæäàåòñÿ êàê R-àëãåáðà ýëåìåíòàìè x,y ∈ Λ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèìè ñîîòíîøåíèÿì

x2 = a, y2 = b, xy =−yx (3.3.1)

äëÿ íåêîòîðûõ a,b ∈ R, ïðè÷åì ν(a) = 0 è ν(b) ∈ {0,1};

� Åñëè p = 2 è àëãåáðà A ðó÷íàÿ, òî Λ ïîðîæäàåòñÿ êàê R-àëãåáðà ýëåìåíòàìè x,y ∈
Λ, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì

x2 − x = a, y2 = b, yx = y− xy (3.3.2)

äëÿ íåêîòîðûõ a,b ∈ R, ïðè÷åì ν(b) ∈ {0,1};
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� Îáðàòíî, äëÿ ëþáûõ a,b ∈ R êàê â (i) èëè (ii) ëþáûå ýëåìåíòû x è y, óäîâëå-

òâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (3.3.1) èëè (3.3.2), ñîîòâåòñòâåííî, ïîðîæäàþò ðó÷íóþ

öåíòðàëüíóþ ïðîñòóþ àëãåáðó A íàä F, è ïîðîæäåííàÿ èìè R-àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíûì ïîðÿäêîì â A;

� Â (3.3.1) è (3.3.2) ðàâåíñòâî ν(b) = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Àäçóìàÿ;

� Åñëè â (3.3.1) èëè (3.3.2) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ν(b) = 0, òî Λ ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíûì ïîðÿäêîì. Åñëè p ̸= 2 è â (3.3.1) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ν(b) = 1, òî Λ

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîðÿäêîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
√

a ̸∈K. Åñëè p = 2

è â (3.3.2) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ν(b) = 1, òî Λ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîðÿä-

êîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå ξ 2 −ξ = ā íå èìååò ðåøåíèé â K, ãäå
ā îáîçíà÷àåò îáðàç ýëåìåíòà a â K;

� Åñëè â (3.3.1) èëè (3.3.2) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ν(b) = 1, òî ðàäèêàë Äæåêîáñîíà

radΛ àëãåáðû Λ ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì y. Åñëè ν(b) = 0, òî radΛ ïîðîæäàåòñÿ

ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì m.

Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òåîðåìû 3.3 ìîæíî âîññòàíîâèòü (èçâåñòíóþ ñïå-

öèàëèñòàì) êëàññèôèêàöèþ íîðìàëüíûõ ïîðÿäêîâ â àëãåáðå 2×2-ìàòðèö. Íàïîìíèì,

÷òî ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê â àëãåáðå n× n-ìàòðèö íàä ïîëåì ÷àñòíûõ êîëüöà

äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ R ñîïðÿæ¼í àëãåáðå Matn(R).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì

m è ïîëåì ÷àñòíûõ F. Ïóñòü Λ ⊂ Mat2(F) � íîðìàëüíûé ïîðÿäîê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ

íå ìàêñèìàëåí. Òîãäà Λ ñîïðÿæåí ïîäàëãåáðå Λ0 ⊂ Mat2(R), ñîñòîÿùåé èç âñåõ ìàòðèö,

âåðõíåòðåóãîëüíûõ ïî ìîäóëþ m.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äàëüíåéøåå îïèñàíèå ñâîéñòâ íîðìàëü-

íûõ ïîðÿäêîâ â öåíòðàëüíûõ ïðîñòûõ àëãåáðàõ ðàçìåðíîñòè 4.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ ïîëåì ÷àñòíûõ F. Ïóñòü A

� öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 4 íàä F, è ïóñòü Λ ⊂ A � íåìàêñèìàëüíûé

íîðìàëüíûé ïîðÿäîê. Òîãäà

� ïîðÿäîê Λ ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â äâóõ ìàêñèìàëüíûõ ïîðÿäêàõ Λ1,Λ2 ⊂ A;

� Λ1 ∩Λ2 = Λ;

� ïîðÿäêè Λ1 è Λ2 ïåðåñòàâëÿþòñÿ ïðè ñîïðÿæåíèè ëþáûì ýëåìåíòîì, ïîðîæäàþ-

ùèì radΛ;

� ïîðÿäêè Λ1 è Λ2 ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Àäçóìàÿ.

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ øàãîâ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, îïèñûâàþùåå ôàêòîð ïîðÿäêà â ðó÷íîé àëãåáðå ïî åãî ðàäèêàëó.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ ïîëåì âû÷åòîâ K è

ïîëåì ôóíêöèé F. Ïóñòü A � öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè n2 íàä F, è
ïóñòü Λ ⊂ A � íîðìàëüíûé ïîðÿäîê. Òîãäà Λ/ radΛ ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé àëãåáðîé

íàä ïîëåì K è (
Λ/ radΛ

)
⊗KKsep ∼= ∏

i
Matni(K

sep),

ïðè÷åì ∑ni ≤ n. Îáðàòíî, åñëè àëãåáðà Λ/ radΛ ñåïàðàáåëüíà íàä K, òî A � ðó÷íàÿ

àëãåáðà.

Äðóãîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñå-

ðèÿ óòâåðæäåíèé, îáîáùàþùèõ êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ñêîëåìà�Í¼òåð î ïðîäîëæåíèè

àâòîìîðôèçìîâ ïîäàëãåáð â öåíòðàëüíûõ ïðîñòûõ àëãåáðàõ. Ýòè óòâåðæäåíèÿ, íà íàø

âçãëÿä, ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ ïîëåì ÷àñòíûõ F.
Ïóñòü A � öåíòðàëüíîå òåëî íàä F, è ïóñòü Λ � ïîðÿäîê â A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Àäçóìàÿ. Ïóñòü R′ ⊂ Λ � ñåïàðàáåëüíàÿ ïîäàëãåáðà. Ïóñòü σ � àâ-

òîìîðôèçì R′ íàä R. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ Λ∗, ÷òî

σ(r) = yry−1

ïðè âñåõ r ∈ R′.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 2 íå âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè A � ìàòðè÷íàÿ àë-

ãåáðà, êàê âèäíî èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ, ïóñòü Λ = Mat3(R), è ïóñòü

R′ îáîçíà÷àåò àëãåáðó 3×3-ìàòðèö âèäà a 0 0

0 a 0

0 0 b

 , a,b ∈ R.

Òîãäà R′ ∼= R×R. Ïðè ýòîì R-àâòîìîðôèçì σ àëãåáðû R′, ïåðåñòàâëÿþùèé ìíîæèòåëè

â R×R, íå ïðîäîëæàåòñÿ äî âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà Λ: äåéñòâèòåëüíî, âíóòðåííèé

àâòîìîðôèçì ñîõðàíÿåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, à àâòîìîðôèçì σ íå ñîõðàíÿåò.

Òåì íå ìåíåå, âåðåí ñëåäóþùèé àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 2 äëÿ ïîðÿäêîâ â àëãåáðå

2×2-ìàòðèö.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ ïîëåì ÷àñòíûõ F.
Ïóñòü A = Mat2(F), è ïóñòü Λ � ïîðÿäîê â A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé

Àäçóìàÿ. Ïóñòü R′ ⊂ Λ � ñåïàðàáåëüíàÿ ïîäàëãåáðà, èìåþùàÿ ðàíã 2 êàê R-ìîäóëü.

Ïóñòü σ � àâòîìîðôèçì R′ íàä R. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ Λ∗, ÷òî

σ(r) = yry−1

ïðè âñåõ r ∈ R′.
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Íàêîíåö, óäàåòñÿ äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû Ñêîëåìà�Í¼òåð äëÿ íîðìàëüíûõ ïî-

ðÿäêîâ â àëãåáðàõ ðàçìåðíîñòè 4, íå ÿâëÿþùèõñÿ àëãåáðàìè Àäçóìàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü R � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ íîðìèðîâàíèåì ν , ìàê-

ñèìàëüíûì èäåàëîì m, ïîëåì âû÷åòîâ K è ïîëåì ÷àñòíûõ F. Ïóñòü A � öåíòðàëüíàÿ

ïðîñòàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè 4 íàä F, è ïóñòü Λ ⊂ A � íîðìàëüíûé ïîðÿäîê. Îáîçíà-

÷èì L= Λ/ radΛ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîéK-àëãåáðîé è dimKL= 2.

Ïóñòü R′ ⊂ Λ � òàêàÿ ïîäàëãåáðà, ÷òî åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì R′/mR′ → L ÿâëÿåò-

ñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïóñòü σ � íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì àëãåáðû R′ íàä R. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ radΛ, ÷òî

� äëÿ ïðèâåä¼ííîé íîðìû Nrd(y) âûïîëíåíî ν(Nrd(y)) = 1,

� èäåàë radΛ ïîðîæä¼í ýëåìåíòîì y,

� ýëåìåíò y îáðàòèì â A,

� ïîðÿäîê Λ íîðìàëèçóåòñÿ ýëåìåíòîì y,

� âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

σ(r) = yry−1

ïðè âñåõ r ∈ R′.

3.4 Æîðäàíîâîñòü ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ êîìïàêòíûõ êîìïëåêñíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ãðóïï àâ-

òîìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåò-

ðèè èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ãðóïïû èõ áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ. Íå îãðà-

íè÷èâàÿñü ïðîåêòèâíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû áèãîëîìîðô-

íûõ è áèìåðîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîìïàêòíûõ êîìïëåêñíûõ (èëè êýëåðîâûõ) ìíî-

ãîîáðàçèé. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêèå ãðóïïû ìîãóò áûòü óñòðîåíû äîñòàòî÷íî ñëîæíûì

îáðàçîì. Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíè îêàçûâàþòñÿ ïîõîæèìè íà ëèíåéíûå

àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû. Íàïðèìåð, îíè ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâó Æîðäàíà, êî-

òîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè äëÿ �ñëîæíîñòè� êîíå÷íûõ

ïîäãðóïï äàííîé ãðóïïû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàí-

òà C òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ àáåëåâó

ïîäãðóïïó èíäåêñà íå áîëüøå C. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíå÷íûå ïîäãðóïïû

äàííîé ãðóïïû �äîñòàòî÷íî áëèçêè� ê àáåëåâûì.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâà Æîðäàíà èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ê.

Æîðäàíà óòâåðæäàåò, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GL(n,K)

íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãðóïïà íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 0 óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Æîðäàíà. Áîëåå îáùèì
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îáðàçîì, æîðäàíîâîñòü ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ èçâåñòíà äëÿ âñåõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 [MZh18], à òàêæå äëÿ êîìïàêòíûõ êýëåðîâûõ ìíî-

ãîîáðàçèé [Kim18], äëÿ êîìïàêòíûõ êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâ êëàññà C ïî Ôóäæèêè

[MPZh20], à òàêæå äëÿ êîìïàêòíûõ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé [PS21a].

Ïåðå÷èñëèì ðåçóëüòàòû î ãðóïïàõ áèðàöèîíàëüíûõ (èëè, â àíàëèòè÷åñêîì ñëó-

÷àå, áèìåðîìîðôíûõ) àâòîìîðôèçìîâ. Â ýòîì ñëó÷àå Æ.-Ï. Ñåðð óñòàíîâèë æîðäàíî-

âîñòü ãðóïïû Êðåìîíû Cr(2,C), òî åñòü ãðóïïû áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïðî-

åêòèâíîé ïëîñêîñòè P2, ñì. [Ser07]. Þ. Ã. Ïðîõîðîâ è Ê. À. Øðàìîâ îáîáùèëè ýòîò

ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûé ðàçìåðíîñòè [PS16], à òàêæå íà ñëó÷àé íåóíèëèíåé-

÷àòûõ ìíîãîîáðàçèé [PS14].

Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå èçâåñòíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ãðóïïà áèìåðîìîðô-

íûõ àâòîìîðôèçìîâ êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé æîðäàíîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïîâåðõíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ áèìåðîìîðôíî ýêâèâàëåíòíîé ïðîèçâåäåíèþ P1 ×E, ãäå E �

ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ [PS21a]. Äëÿ êîìïàêòíûõ òðåõìåðíûõ êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé

æîðäàíîâîñòü ãðóïï áèìåðîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ äîêàçàíà ïðè íåêîòîðûõ äîïîë-

íèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî èððåãóëÿðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî q(X) =H1(X,OX). ×åðåç κ(X) áóäåì îáîçíà÷àòü êîäàèðîâó ðàçìåðíîñòü. Åñëè

X � êîìïàêòíîå êýëåðîâî òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå òàêîå, ÷òî κ(X)≥ 0 è ÷òî åãî èððå-

ãóëÿðíîñòü ïîëîæèòåëüíà, òî ãðóïïà åãî áèìåðîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ æîðäàíîâà

[PS21b]. Íåäàâíî â ðàáîòå À. Ãîëîòû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì óòâåðæäåíèè ìîæíî

îòáðîñèòü óñëîâèå íà èððåãóëÿðíîñòü [Go21]. Â ðàáîòå [L22] ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè

Ê. Ëîãèíîâûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.5 ([L22, Theorem 1.2]). Ïóñòü X � êîìïàêòíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ðàç-

ìåðíîñòè n òàêîå, ÷òî κ(X)≥ n−2. Òîãäà ãðóïïà Bim(X) ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè X � òðåõìåðíîå êîìïàêòíîå êîì-

ïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëîæèòåëüíîé êîäàèðîâîé ðàçìåðíîñòüþ, òî ãðóïïà Bim(X)

æîðäàíîâà. Òàêæå, èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ðåçóëüòàò [Go21], ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4 ([L22, Corollary 1.5]). Ïóñòü X � êîìïàêòíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ðàç-

ìåðíîñòè n òàêîå, ÷òî κ(X)≥ n−3. Òîãäà ãðóïïà Bim(X) ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.5 îñíîâàíî íà èçó÷åíèè ïëþðèêàíîíè÷åñêîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïïû áèìåðîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïîä

ïëþðèêàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ìû ïîíèìàåì åñòåñòâåííîå äåéñòâèå ãðóïïû áèìå-

ðîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ

ïëþðèôîðì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà G èìååò îãðàíè÷åííûå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G

íå ïðåâîñõîäèò C. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.6 ([L22, Theorem 1.4]). Ïóñòü X � êîìïàêòíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå.

Òîãäà îáðàç ïëþðèêàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèå è îáðàç ïðîåêòèâèçàöèè ïëþðèêàíî-

íè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìåþò îãðàíè÷åííûå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû.
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Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Óåíî

[Ue75, 14.10], ãëàñÿùåé, ÷òî äëÿ Ìîéøåçîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé îáðàç ïëþðèêàíîíè÷å-

ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷åí. Âîïðîñ êîíå÷íîñòè ïëþðèêàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

îãðàíè÷åííîñòè äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïàð èçó÷àëñÿ òàêæå â ðàáîòå [HX16].
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3.5 Ìíîãîîáðàçèÿ l-Ôàíî

Ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî, åñëè åãî

ïåðâûé êëàññ ×æåíÿ c1(X) îáèëüíûé. Áîëåå ñèëüíûì îïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-

ëåíèå ìíîãîîáðàçèé l-Ôàíî.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X èìååò ïîëîæèòåëüíûé i-ûé õàðàêòåð

×æåíÿ, åñëè chi(X) ·Z> 0 äëÿ ëþáîãî ýôôåêòèâíîãî i-öèêëà Z.

Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì l-Ôàíî, åñëè äëÿ âñåõ

1 ⩽ i ⩽ l õàðàêòåðû ×æåíÿ chi(X) ïîëîæèòåëüíû.

Ïðèìåð 3.7. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn ÿâëÿåòñÿ l-Ôàíî äëÿ

âñåõ l = 1, . . . ,n. Äåéñòâèòåëüíî, åãî i-ûé õàðàêòåð ×æåíÿ èìååò âèä chi(Pn) = n+1
i! Hi, ãäå

H � ýòî êëàññ ãèïåðïëîñêîñòè â Pn.

Ïðèìåð 3.8. Åñëè X ⊂ PN � ýòî ãëàäêîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé

d1, . . . ,dk (òî åñòü dim(X) = N − k), òî X ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì l-Ôàíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà êîãäà ∑
k
i=1 dl

i < N + 1 (ñì., íàïðèìåð, [3, Section 2, Example 3]). Â ÷àñòíîñòè, ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî ãëàäêîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå k êâàäðèê X ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì l-Ôàíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà l ⩽ ⌈log2(
N+1

k )⌉−1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå k

êâàäðèê â Pn ÿâëÿåòñÿ l-Ôàíî òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà k ⩽ ⌈N+1
2l ⌉−1. Òàêæå ìû ïîëó-

÷àåì, ÷òî ãëàäêàÿ êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

ÿâëÿåòñÿ l-Ôàíî òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà l ⩽ ⌈log3(N +1)⌉−1.

Îïðåäåëåíèå 3.5 ìîòèâèðîâàíî ñëåäóþùèì íàáëþäåíèåì. Â òî âðåìÿ êàê ÷å-

ðåç îáùóþ òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ïðîõîäèò ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ ([5, Chapter 5,

Theorem 1.6.1]), ÷åðåç îáùóþ òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ 2-Ôàíî ñ íåêîòîðûìè íåçíà÷èòåëü-

íûìè óñëîâèÿìè ïðîõîäèò ðàöèîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü (ñì. [4]). Ãèïåðïîâåðõíîñòü Ôàíî

X ⊂PN
K íàä ïîëåì K ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè 1 íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ñâîéñòâó, íàçûâàåìîìó òåîðåìîé Òçåíà:

îíî âñåãäà èìååò K-òî÷êó. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî, íàçûâàåìîå òåîðåìîé Òçåíà-Ëàíãà,

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè l-Ôàíî X ⊂ PN
K íàä ïîëåì K ñòåïåíè òðàíñöåíäåíò-

íîñòè l íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k: îíî òîæå âñåãäà èìååò K-òî÷êó (ñì. [2,

Theorem 6]).

Ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà áûëà âûäâèíóòà â ñòàòüå [1]:

Ãèïîòåçà 1. Åñëè ìíîãîîáðàçèå X ðàçìåðíîñòè n ÿâëÿåòñÿ l-Ôàíî ñ

l ⩾ ⌈log2(n+2)⌉,

òî X ≃ Pn.

Íà ïóòè äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ãèïîòåçû óæå åñòü íåêîòîðûé ïðîãðåññ. Â ñòà-

òüå [1] äàíà êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé 2-Ôàíî ñðåäè ðàöèîíàëüíûõ îäíîðîäíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ñ ðàíãîì Ïèêàðà ðàâíûì 1 è êëàññèôèêàöèÿ 3-Ôàíî ðàçìåðíîñòè n è èíäåêñà
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ïî êðàéíåé ìåðå n−2 (èíäåêñîì ìû íàçûâàåì ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòî-

ðîå äåëèò êàíîíè÷åñêèé êëàññ). Äëÿ âñåõ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ãèïîòåçà âåðíà. Â ñòàòüå [6]

ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãëàäêèå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåð-

íîñòè íå áîëüøå ÷åì 8 ÿâëÿåòñÿ 2-Ôàíî òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà îíî èçîìîðôíî

ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ãèïîòåçà òîæå âåðíà.

Â îò÷åòíûé ïåðèîä ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè À. Âèêóëîâîé áûëà äîêàçàíà ãè-

ïîòåçà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âçâåøåííûì ïîëíûì ïåðå-

ñå÷åíèåì. Äëÿ íà÷àëà íàïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå P(a0, . . . ,aN) = ProjC[x0, . . . ,xN], ãäå ïåðåìåííàÿ xi èìååò âåñ

ai äëÿ âñåõ i = 0,1, . . . ,N, íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå. Âçâåøåííîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå X ⊂ P(a0, . . . ,aN) ìóëüòèñòåïåíè

(d1, . . . ,dk) ïðè k ⩾ 1 � ýòî ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíåé d1, . . . ,dk, ÷òî êî-

ðàçìåðíîñòü êàæäîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû X ðàâíà k.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âçâåøåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P(a0, . . . ,aN)

õîðîøî ñôîðìèðîâàíî, åñëè ÍÎÄ(a0, . . . , âi, . . . ,aN) = 1 äëÿ âñåõ i. Ñêàæåì, ÷òî âçâå-

øåííîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå X âî âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì õîðîøî ñôîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå P(a0, . . . ,aN) õîðîøî ñôîðìèðîâàíî, åñëè

codimX(X∩SingP(a0, . . . ,aN))⩾ 2.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X ⊂ P(a0, . . . ,aN) � âçâåøåííîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå ìóëüòèñòåïå-

íè (d1, . . . ,dk) â õîðîøî ñôîðìèðîâàííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî X íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëèíåéíûì êîíóñîì, åñëè di ̸= a j äëÿ âñåõ i è j.

Â îò÷åòíûé ïåðèîä äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [7, Theorem 1.7]):

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü X ⊂P(a0, . . . ,aN) ãëàäêîå n-ìåðíîå õîðîøî ñôîðìèðîâàííîå âçâåøåí-

íîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå, êîòîðîå íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëèíåéíûì êîíóñîì. Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ

l-Ôàíî. Òîãäà l < ⌈log2(n+2)⌉.

Áîëåå òîãî, áûëî äîêàçàíî íåêîòîðîå óñèëåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû (ñì. [7,

Theorem 1.8]):

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü X ⊂ P= P(a0, . . . ,aN) � ýòî ãëàäêîå n-ìåðíîå õîðîøî ñôîðìèðîâàí-

íîå âçâåøåííîå ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ ïðîåêòèâíûì êîíóñîì. Ïóñòü

X � ìíîãîîáðàçèå l-Ôàíî, è

⌈log3(n+2)⌉⩽ l < ⌈log2(n+2)⌉.

Òîãäà

P= P(1, . . . ,1) = PN

è X ⊂ P � ýòî ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå íå áîëüøå ÷åì ⌈N+1
2l ⌉−1 êâàäðèê.
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3.6 Èññëåäîâàíèå ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ è áèðàöèîíàëüíîé æ¼ñòêîñòè

ìíîãîîáðàçèé Ôàíî è ïðèëîæåíèÿ ê èññëåäîâàíèé ïîäãðóïï ãðóïïû

Êðåìîíû

Ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïðîäîëæàþò èçó÷àòü âîïðîñ êëàññèôèêàöèè ðàöèî-

íàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, êîòîðûå

íåëüçÿ G-ýêâèâàðèàíòíî áèðàöèîíàëüíî ïåðåñòðîèòü â äðóãèå G-ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî è

ðàññëîåíèÿ Ìîðè. Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ G-áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèìè. Îäíîé

èç ìîòèâàöèé äëÿ èõ èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï â òð¼õ-

ìåðíîé ãðóïïå Êðåìîíû Cr3(k), ãäå k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòè-

êè íóëü. Ñòðàòåãèÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ïîäãðóïï áûëà ïðåäëîæåíà è ïî áîëüøåé ÷àñòè

ðåàëèçîâàíà â äâóìåðíîì ñëó÷àå È. Äîëãà÷¼âûì è Â. Èñêîâñêèõ â ðàáîòå [DI09]. Â

òð¼õìåðíîì ñëó÷àå ãðóïïà Êðåìîíû î÷åíü ñëîæíà, è îïèñàíèå åå êîíå÷íûõ ïîäãðóïï

� îäèí èç íåìíîãèõ ñïîñîáîâ ÷òî-òî ïîíÿòü ïðî å¼ ñòðóêòóðó. Íî äàæå ñ òàêîé òî÷êè

çðåíèÿ èìååòñÿ ãèãàíòñêîå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ ñëó÷àåâ, ïîýòîìó çàäà÷à ïîëíîé êëàññè-

ôèêàöèè êîíå÷íûõ ïîäãðóïï âûãëÿäèò íåïîäú¼ìíîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ëîãè÷íî îãðà-

íè÷èòüñÿ êëàññèôèêàöèåé áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå äàþò óíè-

êàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Êðåìîíû. Ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîîáðàçèÿ GQ-Ôàíî ñ

äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì: êàíîíè÷åñêèé êëàññ äåëèòñÿ íà 2 â ãðóïïå Ïèêàðà (òàêèå

ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ G-ìíîãîîáðàçèÿìè äåëü Ïåööî). Ðàíåå áûëè êëàññèôèöèðî-

âàíû G-áèðàöèîíàëüíî æåñòêèå ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî ñòåïåíåé 3 è 4 òàêîãî òèïà,
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à òàêæå ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ íåQ-ôàêòîðèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî ñòå-

ïåíè 2, èìåþùèõ òîëüêî ïðîñòåéøèå îñîáåííîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ýêâèâàðèàíòíî

áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèìè, ñòàòüÿ ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè áûëà ïîäàíà â æóðíàë.

Â îò÷åòíûé ïåðèîä ïðîäîëæàëîñü èññëåäîâàíèå ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî ñòå-

ïåíè 2. Èçó÷àëèñü íåQ-ôàêòîðèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþùèå áîëåå ñëîæíûå, ÷åì

íîäàëüíûå îñîáåííîñòè, êîòîðûå ïðè ýòîì èìåþò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ãðóïïó àâòî-

ìîðôèçìîâ, ÷òîáû íå èìåòü ïåðåñòðîåê â áîëåå ïðîñòûå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî (íàïðè-

ìåð, òðåõìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî èëè òð¼õìåðíóþ êâàäðèêó), è ïîòåíöèàëüíî

ÿâëÿþùèõñÿ G-áèðàöèîíàëüíî æ¼ñòêèìè. Îêàçàëîñü, ÷òî èõ èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷å-

ñêîå ñåìåéñòâî è òðè îòäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè÷¼ì âñå îíè ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåíèÿìè

îïèñàííûõ ðàíåå íîäàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïîìèìî ýòîãî, èçó÷àëñÿ âîïðîñ áèðàöèîíàëüíîé æ¼ñòêîñòè óæå îïèñàííûõ ìíî-

ãîîáðàçèé îòíîñèòåëüíî êàêèõ-íèáóäü ïîäãðóïï â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ. Ñàìûìè åñòå-

ñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ S4 è S4×C2, ïîñêîëüêó îíè äåéñòâó-

þò íà áîëüøèíñòâå îïèñàííûõ ìíîãîîáðàçèé (ïðè÷¼ì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ î÷åíü

ïðîñòûì îáðàçîì � ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò è èíâîëþöèåé Ãåéçåðà). Áûëè îïèñàíû

âîçìîæíûå íåêàíîíè÷åñêèå öåíòðû îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïîäãðóïï è â íåêîòîðûõ ñëó÷à-

ÿõ ïîêàçàíî, ÷òî ýòè öåíòðû íå ðåàëèçóþòñÿ èëè íå äàþò ïåðåñòðîåê, íî ïîêà ïîëíîãî

îòâåòà íà âîïðîñ áèðàöèîíàëüíîé æ¼ñòêîñòè íåò.

ÑÏÈÑÎÊ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

[DI09] I. Dolgachev, V. Iskovskikh, Finite subgroups of the plane Cremona group, In Algebra,

arithmetic, and geometry: in honor of Yu. I. Manin. Vol. I, Progr. Math., 269 (2009),

443�548.

3.7 Èçó÷åíèå êîðåãóëÿðíîñòè ãëàäêèõ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî

Ïî îïðåäåëåíèþ êîðåãóëÿðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíÿåòñÿ ðàçíîñòè ìåæäó ðàç-

ìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ è ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ åãî äâîéñòâåííîãî êîìïëåêñà

ñðåäè âñåõ ñòðóêòóð ëîã-Êàëàáè-ßó íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè. Ãðóáî ãîâîðÿ, îíà èçìåðÿåò,

êàê ìíîãî äèâèçîðîâ êðàòíîñòè 1 ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â ëîã-êàíîíè÷åñêîì ýôôåêòèâíîì

Q-äèâèçîðå, Q-ýêâèâàëåíòíîì àíòèêàíîíè÷åñêîìó êëàññó, íà íåêîòîðîé ìîäåëè ìíîãî-

îáðàçèÿ (òî÷íåå, íà åãî dlt-ìîäèôèêàöèè). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò èíâàðèàíò èìååò

òåñíóþ ñâÿçü ñ íåêîòîðûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìíîãîîáðàçèÿ (ñì. [Mo22]).

Âû÷èñëåíèå êîðåãóëÿðíîñòè ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî áûëî ïðîäåëàíî â óïîìÿ-

íóòîé âûøå ðàáîòå Ìîðàãè, íî áûë òîëüêî íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà, ïîýòîìó êîðåãó-

ëÿðíîñòü ýòèõ ïîâåðõíîñòåé áûëà âû÷èñëåíà ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè íåçàâèñèìî

(ïðè ýòîì áûëà íàéäåíà îøèáêà â îðèãèíàëüíîé ñòàòüå � íà ñàìîì äåëå íå âñå ìíîãîîá-

ðàçèÿ äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 èìåþò êîðåãóëÿðíîñòü 1). Áûë ïåðåäîêàçàí ýëåìåíòàðíûìè

ìåòîäàìè òîò ôàêò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðåãóëÿðíîñòè ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî äî-
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ñòàòî÷íî èçó÷àòü òîëüêî 2-äîïîëíåíèÿ (ò.å. äèâèçîðû ñ ïîëóöåëûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Íåäàâíî àíàëîãè÷íûé ôàêò áûë äîêàçàí Ñ. Ôèëèïàööè, Ì. Ìàóðè è Õ. Ìîðàãîé â

ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Òàêæå èçó÷àëàñü êîðåãóëÿðíîñòü ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî ðàçìåðíîñòè 3. Íà

äàííûé ìîìåíò èçâåñòåí ðåçóëüòàò äëÿ 78 ñåìåéñòâ èç 105 è âåäåòñÿ ðàáîòà ïî èçó÷åíèþ

îñòàâøèõñÿ ñåìåéñòâ (íàïðèìåð, òð¼õìåðíîé êâàðòèêè).

ÑÏÈÑÎÊ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

[Mo22] J. Moraga Coregularity of Fano varieties arXiv e-print 2206.10834

3.8 Àâòîìîðôèçìû ìíîãîîáðàçèé Ñåâåðè-Áðàóýðà

Ìíîãîîáðàçèåì Ñåâåðè-Áðàóýðà íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåë¼ííîå íàä àë-

ãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 0, òàêîå ÷òî íàä àëãåáðàè÷åñêèì

çàìûêàíèåì k îíî ñòàíîâèòñÿ èçîìîðôíî Pn.

Â 2020 ãîäó â ðàáîòå ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè Ê.À.Øðàìîâà áûëè êëàññèôèöè-

ðîâàíû âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé Ñåâåðè-Áðàóýðà,

à â 2021 ãîäó áûëà ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïï àâòî-

ìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé Ñåâåðè-Áðàóýðà ðàçìåðíîñòè p−1, ãäå p ̸= 2 � ïðîñòîå.

Áóäåì íàçûâàòü ìíîãîîáðàçèå Ñåâåðè-Áðàóýðà ìèíèìàëüíûì, åñëè îíî íå ñîäåð-

æèò íåòðèâèàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé Ñåâåðè-Áðàóýðà. Íàïðèìåð, ëþáîå ìíîãîîáðàçèå

Ñåâåðè-Áðàóýðà ðàçìåðíîñòè p−1, ãäå p � ïðîñòîå, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Â îò÷åò-

íûé ïåðèîäû, ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå îïèñàíèå êîíå÷íûõ ïîä-

ãðóïï ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ìèíèìàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Ñåâåðè-Áðàóýðà ïðîèçâîëü-

íîé ðàçìåðíîñòè.

Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0. Ïóñòü X ̸∼=Pn−1 � ìíîãîîáðàçèå Ñåâåðè-

Áðàóýðà ðàçìåðíîñòè n−1, ãäå n∈N. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G âëîæåíà â Aut(X). Òîãäà

ó íå¼ ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

� Ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Z/m1Z⋊Z/m2Z, ãäå ëèáî (m1,m2) = 1, ëèáî (m1,m2) = 2

è m2 ̸÷4;

� Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A4 ×H, ãäå H � ãðóïïà òèïà 3.11;

� Ãðóïïû S4 è A5.

Áîëåå òîãî, G/N � àáåëåâà ãðóïïà, è |G/N| äåëèò n2.

Òàêèì îáðàçîì â êàæäîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïå ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ìèíèìàëü-

íûõ ìíîãîîáðàçèé Ñåâåðè-Áðàóýðà ìû íàó÷èëèñü íàõîäèòü íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó

îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà, ñîäåðæàùóþ êîììóòàíò èñõîäíîé ãðóïïû è ïîääàþùóþñÿ ïîë-

íîìó îïèñàíèþ.

58



3.9 Îñîáûå ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî

Ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî îáðàçóþò îäíî èç íàèáîëåå âàæíûõ è êëàññè÷åñêèõ ñå-

ìåéñòâ ìíîãîîáðàçèé â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â ðàáîòå [KP22] èçó÷àëèñü èõ ìíî-

ãîìåðíûå àíàëîãè.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî � ýòî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n= dim(X)≥ 2

ñ òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè òàêîå, ÷òî

−KX = (n−1)A, (3.9.1)

ãäå A � îáèëüíûé äèâèçîð Êàðòüå, íàçûâàåìûé ôóíäàìåíòàëüíûì êëàññîì X .

Îñíîâíûìè äèñêðåòíûìè èíâàðèàíòàìè ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî X ÿâëÿåòñÿ

åãî ñòåïåíü

d(X) := An

è ðàíã ãðóïïû êëàññîâ äèâèçîðîâ

r(X) := rankCl(X).

Îáùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî èçâåñòíà [Fuj84], [Fuj90b],

[Fuj90a], [IP99]. Èññëåäîâàíèÿ áûëè ñêîíöåíòðèðîâàíû íà äåòàëüíîé áèðåãóëÿðíîé

êëàññèôèêàöèè. Äëÿ ýòîãî óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïî÷òè ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî � ýòî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n =

dim(X) ≥ 2 ñ òåðìèíàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ (3.9.1), ãäå A

÷èñëåííî ýôôåêòèâíûé îáúåìíûé äèâèçîð Êàðòüå è îòîáðàæåíèå Φ|mA| : X →PN , çàäàí-

íîå ëèíåéíîé ñèñòåìîé |mA| äëÿ m ≫ 0, ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ìîðôèçìîì, ò.å. íå ñòÿãèâàåò

äèâèçîðîâ.

Äëÿ ïî÷òè ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî X âñåãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü åãî àíòèêàíî-

íè÷åñêóþ ìîäåëü

Xcan := Φ|mA|(X) äëÿ m ≫ 0,

îáðàç êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì äåëü Ïåööî. Êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðà-

çèé äåëü Ïåööî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ýêâèâàëåíòíà êëàññèôèêàöèè Q-
ôàêòîðèàëüíûõ ïî÷òè ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî ñ òî÷íîñòüþ äî ôëîïîâ.

Áèðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà êëàññèôèêàöèþ â ðàáîòå [KP22] (ñëåäóÿ

[Pro13]) áûëà îáúåäèíåíà ñ èçó÷åíèåì ñòðóêòóðû ðåøåòêè ãðóïïû êëàññîâ Cl(X).

Äëÿ ëþáîãî ïî÷òè ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî X ìîæíî îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷íóþ

áèëèíåéíóþ ôîðìó íà Cl(X):

⟨D1, D2⟩ := An−2 ·D1 ·D2.
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Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïî÷òè ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ðàçìåðíîñòè n ≥ 3. Åñëè S ⊂ X �

ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ îáùèì ëèíåéíûì ñå÷åíèåì X , òî îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ

Cl(X)−→ Cl(S)

èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ðåøåòîê Cl(X)∼= Ξ(X)⊥ ⊂ Cl(S), ãäå Ξ(X)⊂ Cl(S) îðòîãîíàëü-

íîå äîïîëíåíèå ê îáðàçó Cl(X). Ïðè ýòîì Ξ(X ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé

ïîäðåøåòêîé â K⊥
S ⊂ Cl(S) ðàíãà m = 10−d(X)− r(X) è èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òèïîâ

Äûíêèíà:

Am, 1≤m≤ 7, èëè Dm, 4≤m≤ 7, èëè Em, 6≤m≤ 8.

Ìíîãîîáðàçèÿ äåëü Ïåööî êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî òèïó ðåøåòêè Ξ(X):

Òåîðåìà. Ïóñòü X � íåêîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ðàçìåðíîñòè n ≥ 3.

� Ξ(X) èìååò òèï Am, 1 ≤ m ≤ 7, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

� X ∼= P3 èëè

� X ∼= Gr(2,5)∩Pn+3, ãëàäêîå ëèíåéíîå ñå÷åíèå èëè

� X ∼= BlP1,...,Pk(PZ(E ))can ãäå Z = P2 èëè Z = P1 ×P1 è E � íåêîòîðîå âåêòîðíîå

ðàññëîåíèå íà Z;

� Ξ(X) èìååò òèï Dm, 4 ≤ m ≤ 7, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ∼= BlP1,...,Pk(X0)can, ãäå

X0 � îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîãîîáðàçèé

� ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå â P1×Pn+2 òðåõ äèâèçîðîâ áèñòåïåíåé (1,1), (1,1), è (0,2);

� ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå â Pn+2 äâóõ êâàäðèê;

� äèâèçîð â P1 ×Pn áèñòåïåíè (2,2);

� ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå â P1×P2n îäíîãî äèâèçîðà áèñòåïåíè (1,2) è n äèâèçîðîâ

áèñòåïåíè (1,1);

� Ξ(X) èìååò òèï E6, E7 èëè E8, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ∼= BlP1,...,Pr−1(X0)can,

ãäå X0 � îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîãîîáðàçèé

� êóáèêà â Pn+1, d(X0) = 3 ñ r(X0) = 1;

� ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 4 â P(1n+1,2) ñ r(X0) = 1;

� ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 6 â P(1n,2,3) ñ r(X0) = 1.

Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî òèïà Am èìååòñÿ ñëåäóþùåå åäèíîîáðàçíîå

îïèñàíèå.

Òåîðåìà. Åñëè X ÿâëÿåòñÿ íåêîíè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì äåëü Ïåööî òèïà Am ñ r(X)≥ 2,

òî

X ∼= PZ(E )can,

ãäå Z � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî, E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå.
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Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ïîäðîáíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, ïîÿâëÿþ-

ùèõñÿ â òåîðåìå. Â ÷àñòíîñòè, èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû îãðàíè÷åííîñòè:

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå äåëü Ïåööî ðàçìåðíîñòè n ≥ 3. Òîãäà

d(X)+ r(X)≤ 9.

Åñëè, êðîìå òîãî, X íå ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêèì òèïà Am, òî

d(X)+ r(X)+n≤ 12.

Íàêîíåö, ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ÷òî áûëà îáíàðóæåíà çàìå÷àòåëüíàÿ äâîéñòâåí-

íîñòü íà ìíîãîîáðàçèÿõ äåëü Ïåööî òèïà A. Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ìíîãîîáðàçèå äåëü

Ïåööî X ñòåïåíè d(X) = 1 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â P(1n,2,3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

D(X)⊂ Pn−1

äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî ýëëèïòè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ X 99K Pn−1.

Òåîðåìà. Äëÿ 3 ≤ n ≤ 9 ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó íàáîðàìè êëàññîâ èçîìîðôèçìà

� ìàêñèìàëüíûõ íåêîíè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé äåëü Ïåööî X òèïà An−2 ñòåïåíè

d(X) = 1 è

� ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî S ñòåïåíè n−1,

òàê, ÷òî S ïðîåêòèâíî äâîéñòâåííî D(X).

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò è ðàñøèðÿåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò [ACPS19], êîòîðûé ÿâ-

ëÿåòñÿ åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì, ãäå n = 3. Àíàëîãè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü èìååò ìåñòî íà

ìíîãîîáðàçèÿõ äåëü Ïåööî òèïà A äðóãèõ ñòåïåíåé.

ÑÏÈÑÎÊ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

[ACPS19] Hamid Ahmadinezhad, I. Cheltsov, J. Park, and Constantin Shramov. Double

Veronese cones with 28 nodes. arXiv e-print, 2019.

[Fuj84] Takao Fujita. On the structure of polarized manifolds with total de�ciency one,

I, II, III. J. Math. Soc. Japan, 32, 33, 36(4):709�725, 415�434, 75�89, 1980, 1981,

1984.

[Fuj90a] Takao Fujita. Classi�cation theories of polarized varieties, volume 155 of

London Mathematical Society Lecture Note Series. Cambridge University Press,

Cambridge, 1990.

[Fuj90b] Takao Fujita. On singular del Pezzo varieties. In Algebraic geometry (L'Aquila,

1988), volume 1417 of Lecture Notes in Math., pages 117�128. Springer, Berlin,

1990.

61



[IP99] V. A. Iskovskikh and Yu. Prokhorov. Fano varieties. Algebraic geometry V,

volume 47 of Encyclopaedia Math. Sci. Springer, Berlin, 1999.

[KP22] Alexander Kuznetsov and Yuri Prokhorov. On higher-dimensional del Pezzo

varieties. arXiv e-print, 2206.01549, 2022. to appear in Izvestiya: Math.

[Pro13] Yuri Prokhorov. G-Fano threefolds, I. Adv. Geom., 13(3):389�418, 2013.

62



4 Ñïåöèàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ

4.1 LCK-ãåîìåòðèÿ è ñâÿçàííûå âîïðîñû

Â îò÷åòíûé ïåðèîä, ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè Ì. Âåðáèöêèé çàêîí÷èë êíèãó

�Principles of LCK geometry�, arXiv: 2208.0718, êîòîðóþ îí ïèñàë ñîâìåñòíî ñ Ëèâèó

Îðíåà íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ 8 ëåò. Â êíèãå 773 ñòðàíèöû, 14 ðèñóíêîâ è íåñêîëüêî

ñîòåí óïðàæíåíèé. Âîò åå àííîòàöèÿ:

�LCK (ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâî) ìíîãîîáðàçèå - ýòî êîìïëåêñíîå ìíîãî-

îáðàçèå, äîïóñêàþùåå êýëåðîâî íàêðûòèå ñ ìîíîäðîìèåé, äåéñòâóþùåé ÷åðåç ãîìîòå-

òèè. ßðêèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà è èõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ýòà

êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ââåäåíèå â ïðèíöèïû ãåîìåòðèè LCK (ïåðâûå äâå ÷àñòè) è

åå òåêóùåå ñîñòîÿíèå (ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà áóäåò äîñòóïíà äëÿ

ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ êîìïëåêñíîé ãåîìåòðèåé. Â êíèãå ìíî-

ãî óïðàæíåíèé ðàçíîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè. Ìû çàâåðøàåì êíèãó ñïèñêîì îòêðûòûõ

âîïðîñîâ.�

Íà ïîñëåäíåé ñòàäèè ðàáîòû, Îðíåà è Âåðáèöêèé îïóáëèêîâàëè ðÿä ñòàòåé è

ïðåïðèíòîâ, âîçíèêøèõ êàê ëîãè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïðåäìåòà îáñóæäåíèÿ êíèãè.

Â ÷àñòíîñòè, îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ Ornea, Liviu, Verbitsky, Misha, �Twisted

Dolbeault cohomology of nilpotent Lie algebras�, Transform. Groups 27 (2022), no. 1, 225-

238.

Ñîäåðæàíèå åå òàêîãî. Ïóñòü G - îäíîñâÿçíàÿ ñâÿçíàÿ âåùåñòâåííàÿ íèëüïîòåíò-

íàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîêîì-

ïàêòíîé äèñêðåòíîé ðåøåòêè Γ ãðóïïû G ôàêòîð ãðóïïû G ïî ëåâîìó Γ-äåéñòâèþ èìååò

åñòåñòâåííóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Òàêîå ìíîãîîáðàçèå G/Γ íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ-

íûì íèëüìíîãîîáðàçèåì. Çàìåòèì, ÷òî ëåâîèíâàðèàíòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà G

îïðåäåëÿåòñÿ åå îãðàíè÷åíèåì íà ñâîþ àëãåáðó Ëè g. Êðîìå òîãî, â ñèëó êëàññè÷åñêî-

ãî ðåçóëüòàòà Ìàëüöåâà íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà Ëè äîïóñêàåò êîêîìïàêòíóþ ðåøåòêó â

òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà åå àëãåáðà Ëè g èìååò ðàöèîíàëüíóþ ôîðìó, ò. å. ñóùåñòâóåò àë-

ãåáðà Ëè íàä ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè òàêàÿ, ÷òî åå ðàñøèðåíèå íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà

åñòü g, èëè, òî÷íåå, g èìååò áàçèñ, äëÿ êîòîðîãî âñå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ÿâëÿþòñÿ

ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Æ. Äèêñìüå óòâåðæäàåò, ÷òî êîãîìîëîãèè H∗(M,L) êîì-

ïëåêñíîãî íèëüìíîãîîáðàçèÿ M ñ êîýôôèöèåíòàìè â îðèåíòèðîâàííîé ëîêàëüíîé ñè-

ñòåìå L ðàíãà îäèí ðàâíû íóëþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîãîìîëîãèè H∗(M,L) îòîæäåñòâ-

ëÿþòñÿ ñ êîãîìîëîãèÿìè àëãåáðû Ëè g ãðóïïû G ñ êîýôôèöèåíòàìè â íåòðèâèàëüíîì

îäíîìåðíîì g-ìîäóëå. Ïîñëåäíÿÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Æ. Äèêñ-

ìüå [Acta Sci. Ìàò. (Ñåãåä) 16 (1955), 246-250; MR0074780]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêðó÷åííûå êîãîìîëîãèè Äîëüáî H0,p(g,L) íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû

Ëè g ñ êîýôôèöèåíòàìè â ëþáîé íåòðèâèàëüíîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå L ðàíãà îäèí ðàâíû

íóëþ. Èçâåñòåí ðåçóëüòàò Ñ. Êîíñîëe è À. Ôèíî [Transform. Ãðóïïû 6 (2001), âûï. 2, 111-
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124; MR1835667], ÷òî êîãîìîëîãèè Äîëüáî êîìïëåêñíîãî íèëüìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàþò

ñ âåðñèåé Äîëüáî êîìïëåêñà Øåâàëëå-Ýéëåíáåðãà äëÿ g. Ýòî íåâåðíî äëÿ ñêðó÷åííûõ

êîãîìîëîãèé Äîëüáî êîìïëåêñíîãî íèëüìíîãîîáðàçèÿ, êàê ïîêàçûâàþò àâòîðû, ïðèâî-

äÿ ïðèìåð LCK-íèëüìíîãîîáðàçèÿ ñ íåíóëåâûìè ñêðó÷åííûìè êîãîìîëîãèÿìè Äîëüáî.

Çäåñü LCK-íèëüìíîãîîáðàçèå - ýòî êîìïëåêñíîå íèëüìíîãîîáðàçèå G/Γ, äëÿ êîòîðîãî

G äîïóñêàåò ëåâîèíâàðèàíòíóþ ëîêàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâó (LCK) ñòðóêòóðó. Â êà-

÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ñâîåãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà àâòîðû ïðèâîäÿò íîâîå äîêàçàòåëüñòâî

ðåçóëüòàòà Õ. Ñàâàè [Geom. Dedicata 125 (2007), 93-101; MR2322542], â êîòîðîì ãîâîðèò-

ñÿ, ÷òî êàæäîå íèëüìíîãîîáðàçèå LCK ÿâëÿåòñÿ âàéñìàíîâûì è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

êàê êîìïàêòíîå ÷àñòíîå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà è âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Êðîìå òîãî, îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ Ornea, Liviu, Verbitsky, Misha, �Closed orbits of

Reeb �elds on Sasakian manifolds and elliptic curves on Vaisman manifolds�, Math. Z. 299

(2021), no. 3-4, 2287-2296.

Òåìà äàííîé ñòàòüè ñòðîãî ñâÿçàíà ñ ãèïîòåçîé Âàéíøòåéíà äëÿ êîìïàêòíûõ

ñàñàêèåâûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðóþ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: �Âåê-

òîðíîå ïîëå Ðèáà íà çàìêíóòîì êîíòàêòíîì ìíîãîîáðàçèè èìååò õîòÿ áû îäíó çàìêíó-

òóþ îðáèòó�. Àâòîðû ïðèâîäÿò íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà, âïåðâûå

ñôîðìóëèðîâàííîãî Ðóêèìáðîé.

Òåîðåìà 1. Âåêòîðíîå ïîëå Ðèáà íà êîìïàêòíîì ñàñàêèåâîì ìíîãîîáðàçèè M2n+1

èìååò íå ìåíåå n+1 çàìêíóòûõ îðáèò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 àâòîðû ïåðåíîñÿò çàäà÷ó â ðàìêè êîìïëåêñíîé

ãåîìåòðèè. Âî-ïåðâûõ, îíè äîêàçûâàþò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå Ðèáà R ñàñàêèåâà ìíîãîîá-

ðàçèÿ M2n+1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ri âåêòîðíûõ ïîëåé Ðèáà,

ñâÿçàííûõ ñ ñàñàêèåâûìè ñòðóêòóðàìè íà M, òàêîé, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò M/Ri ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîåêòèâíûì îðáèôîëäîì è èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðóê-

òóðå êîíòàêòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà M. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî çàìêíóòûõ îðáèò R

ðàâíî ÷èñëó íóëåé îáùåãî ãîëîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà îðáèòå, è ýòî ÷èñëî ðàâíî

ìèíèìóì n+1. Êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ Âàéñìàíà îáðàçóþò êëàññ êîìïëåêñíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé, êîòîðûé ñòðîãî ñâÿçàí ñ êëàññîì ñàñàêèåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ìíîãîîáðàçèå

Âàéñìàíà � ýòî ëîêàëüíî êîíôîðìíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, ôîðìà Ëè êîòîðîãî ïà-

ðàëëåëüíà îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû. Êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ íà êîìïàêòíîì

ìíîãîîáðàçèè Âàéñìàíà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, è ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîãî-

îáðàçèå Âàéñìàíà äîïóñêàåò ïî êðàéíåé ìåðå äâå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå. Èñïîëüçóÿ

òåõíèêó, èñïîëüçîâàííóþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1, àâòîðû äîêàçûâàþò, ÷òî åñ-

ëè êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå Âàéñìàíà M2n äîïóñêàåò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ, ñêàæåì, r, òî r ≥ n.

Ñòàòüÿ �Lee classes on LCK manifolds with potential�, Liviu Ornea, Misha Verbitsky,

áûëà ïðèíÿòà äëÿ ïóáëèêàöèè â Tohoku Math. Journal. Â ýòîé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ìíîæåñòâî êëàññîâ êîãîìîëîãèé ôîðì Ëè íà çàäàííîì LCK-ìíîãîîáðàçèè ñ ïîòåíöèà-

ëîì - ýòî ïîëóïðîñòðàíñòâî.
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Êðîìå òîãî, Âåðáèöêèì è Îðíåà â îò÷åòíûé ïåðèîä áûëè îïóáëèêîâàíû ñëåäó-

þùèå ïðåïðèíòû.

arXiv: 2208.05833 �Àëãåáðàè÷åñêèå êîíóñû LCK ìíîãîîáðàçèé ñ ïîòåíöèàëîì�,

Ëèâèó Îðíåà, Ìèøà Âåðáèöêèé

Êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ �LCK-ìíîãîîáðàçèåì ñ ïîòåíöèàëîì�, åñ-

ëè åãî ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà. Îíî

äîïóñêàåò Z-íàêðûòèå M̃ , êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ êàê êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â

Cn\0. Â ïðåïðèíòå äîêàçàíî, ÷òî M̃ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðà-

çîì ìíîãîîáðàçèÿ íàçâàíû àëãåáðàè÷åñêèìè êîíóñàìè è äîêàçàíî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà íà M̃ íå çàâèñèò îò âûáîðà âëîæåíèÿ. Äàíî íåñêîëüêî âíóòðåííèõ îïðåäåëå-

íèé àëãåáðàè÷åñêîãî êîíóñà è äîêàçûâàåì, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

arXiv: 2206.08808 �Òåîðåìà Êàëàáè-ßó äëÿ ìíîãîîáðàçèé Âàéñìàíà�, Ëèâèó Îð-

íåà, Ìèøà Âåðáèöêèé

LCK ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ âàéñìàíîâûì åñëè åãî ôîðìà Ëè ïàðàëëåëüíà îò-

íîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû. Åãî ôîðìà îáúåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîëÿ

Ëè è åãî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîãî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîëåì àíòè-Ëè. Ôîðìà Ëè LCK

ìíîãîîáðàçèÿ çàìêíóòà, è åå êëàññ êîãîìîëîãèé èãðàåò â âàéñìàíîâîé ãåîìåòðèè òó æå

ðîëü, ÷òî è êýëåðîâ êëàññ â ãåîìåòðèè êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Âåðáèöêèé è Îðíåà

äîêàçûâàþò, ÷òî ìåòðèêà Âàéñìàíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ôîðìîé îáúåìà è

êëàññîì Ëè, è, íàîáîðîò, äëÿ êàæäîãî êëàññà Ëè è äëÿ êàæäîé êàæäàÿ Ëè- è àíòè-

Ëè-èíâàðèàíòíîé ôîðìû îáúåìà, ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðà Âàéñìàíà ñ çàäàííîé ôîðìîé

îáúåìà è êëëàññîì Ëè. Ýòî àíàëîã òåîðåìû Êàëàáè-ßó, óòâåðæäàþùåé, ÷òî Êýëåðîâà

ôîðìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì îáúåìîì è êëàññîì êîãîìîëîãèé.

arXiv:2205.14062 �Ïó÷êè Ìàëëÿ è ïëîñêèå ñâÿçíîñòè íà ìíîãîîáðàçèÿõ Õîïôà�,

Ëèâèó Îðíåà, Ìèøà Âåðáèöêèé

Ðàññëîåíèå Ìàëëÿ íà ìíîãîîáðàçèè Õîïôà H - ýòî ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ðàñ-

ñëîåíèå, ïðîîáðàç êîòîðîãî íà óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå H òðèâèàëåí. Âåðáèöêèé è Îð-

íåà îïðåäåëÿþò ðåçîíàíñíûå è íåðåçîíàíñíûå ðàññëîåíèÿ Ìàëëÿ, îáîáùàÿ ïîíÿòèå ðå-

çîíàíñà èç ÎÄÓ, è äîêàçûâàþò, ÷òî íåðåçîíàíñíîå ðàññëîåíèå Ìàëëà âñåãäà äîïóñêàåò

ïëîñêóþ ãîëîìîðôíóþ ñâÿçíîñòü. Çàòåì àâòîðû èñïîëüçóþò ýòî íàáëþäåíèå äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà âåðñèè òåîðåìû î ëèíåàðèçàöèè Ïóàíêàðå-Äþëàêà, ïîêàçûâàþùåé, ÷òî ëþ-

áîå íåðåçîíàíñíîå îáðàòèìîå ãîëîìîðôíîå ñæàòèå êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî

â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîëîìîðôíûõ êîîðäèíàòàõ. Àâòîðû îïðåäåëÿþò ïîíÿòèå ðåçîíàí-

ñà â ìíîãîîáðàçèÿõ Õîïôà è ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå íåðåçîíàíñíûå ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà

ëèíåéíû; ðàíåå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Êîäàèðîé ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïóàíêàðå-

Äþëàêà.

arXiv:2202.12398 �Íåëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà ëîêàëüíî êîíôîðìíî êåëå-

ðîâû�, Ëèâèó Îðíåà, Ìèøà Âåðáèöêèé

Ìíîãîîáðàçèå Õîïôà ÿâëÿåòñÿ ýòî ôàêòîð Cn\0 ïî äåéñòâèþ öèêëè÷åñêîé

ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ãîëîìîðôíûì ñæàòèåì. Ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà äèôôåîìîðôíû
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S2n−1×S1 ñëåäîâàòåëüíî, íå äîïóñêàþò êýëåðîâûõ ìåòðèê. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ

Õîïôà, îïðåäåëÿåìûå ëèíåéíûìè ñæàòèÿìè (íàçûâàåìûå ëèíåéíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè

Õîïôà), èìåþò ëîêàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâû (LCK) ìåòðèêè. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî

ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà, îïðåäåëÿåìûå íåëèíåéíûìè ãîëîìîðôíûìè ñæàòèÿìè, äîïóñêà-

þò ãîëîìîðôíûå âëîæåíèÿ â ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà è, ñëåäîâàòåëüíî, òîæå

äîïóñêàþò LCK-ìåòðèêè.

Ïîìèìî ðàáîò ïî LCK-ãåîìåòðèè, ó Ì. Âåðáèöêîãî âûøëè ñëåäóþùèå ñòàòüè

(ïåðâàÿ èç íèõ - â ñîàâòîðñòâå ñ Ô. Áîãîìîëîâûì, íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ËÀÃ).

Bogomolov, Fedor A., D�eev, Rodion N., Verbitsky, Misha, Sections of Lagrangian

�brations on holomorphically symplectic manifolds and degenerate twistorial deformations.

Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (M,Ω), ñíàáæåííîå ãî-

ëîìîðôíûì ëàãðàíæåâûì ðàññëîåíèåì π : M → X , è çàìêíóòóþ ôîðìó η õîäæåâà òèïà

(1,1) + (2,0) íà . Àâòîðû äîêàçûâàåì, ÷òî Ω+ π∗η ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ôîðìîé äëÿ äðóãîé êîìïëåêñíîé ñòðóéòóðû ñòðóêòóðû, êîòîðûé îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ Ω+π∗η . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåôîðìàöèÿ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íàçûâàåò-

ñÿ �âûðîæäåííîé òâèñòîðíîé äåôîðìàöèåé�. Îòîáðàæåíèå π ãîëîìîðôíî â íîâîé êîì-

ïëåêñíîé ñòðóêòóðû, à åå áàçà è ñëîè èìåþò òó æå ñàìóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðû.

Àâòîðû äîêàçûâàþò, ÷òî ëþáîå ãëàäêîå ñå÷åíèå π ñòàíîâèòñÿ ãîëîìîðôíûì ïðè ïîä-

õîäÿùåì âûáîðå âûðîæäåííîé òâèñòîðíîé äåôîðìàöèè.

Kamenova, Ljudmila; Verbitsky, Misha, Holomorphic Lagrangian subvarieties in

holomorphic symplectic manifolds with Lagrangian �brations and special K�ahler geometry.

Eur. J. Math. 8 (2022), no. 2, 514-522.

Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå

ëàãðàíæåâûì ðàññëîåíèåì π : M → X . Òîãäà ñíàáæåíî �ñïåöèàëüíîé êýëåðîâîé ñòðóê-

òóðîé�: ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ ∇, ñîõðàíÿþùåé ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó äëÿ êýëåðîâîé

ñòðóêòóðû (I,ω,g), òàêîé, ÷òî åå ðèìàíîâà ñòðóêòóðà g ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

ãåññèàí ∇d f ãëàäêîé ôóíêöèè f . Àâòîðû äîêàçûâàþò, ÷òî ëþáîå ãîëîìîðôíîå ëàãðàí-

æåâî ïîäìíîãîîáðàçèå Z ⊂M, êîòîðîå òðàíñâåðñàëüíî ñëîÿì ïðîåêöèè, ïðîåêòèðóåòñÿ â

ñïåöèàëüíîå êýëåðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå X . Ýòî îòâå÷àåò íà âîïðîñ Í. Õèò÷èíà, êîòîðûé

îòíîñèòñÿ ê äâîéñòâåííîñòè BBB/BAA Êàïóñòèíà-Âèòòåíà.

4.2 Èññëåäîâàíèÿ êîèçîòðîïíûõ ìíîãîîáðàçèé â ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíî-

ãîîáðàçèÿõ

Â ñîàâòîðñòâå ñ Ô. Êàìïàíà, ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè Å. Àìåðèê èçó÷àëà àëãåá-

ðàè÷åñêè êîèçîòðîïíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïóñòü X ìíîãîîáðàçèå ñ ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé s, òîãäà ïîäìíîãîîáðàçèå

Z íàçûâàåòñÿ êîèçîòðîïíûì, åñëè ÿäðî îãðàíè÷åíèÿ s íà Z èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-

íûé ðàíã (ðàâíûé êîðàçìåðíîñòè Z). ßäðî îãðàíè÷åíèÿ F â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèì ñëîåíèåì. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Z àëãåáðàè÷åñêè êîèçîòðîïíî,

åñëè F àëãåáðàè÷åñêè èíòåãðèðóåìî (òî åñòü åãî ëèñòû ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè).
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Ãèïåðïîâåðõíîñòü, î÷åâèäíî, âñåãäà êîèçîòðîïíà. Õâàíã è Ôèâåã ïîêàçàëè, ÷òî

ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü îáùåãî òèïà íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè êîèçîòðîïíîé, çà èñ-

êëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü - êðèâàÿC íà ïîâåðõíîñòè

S . Âìåñòå ñ Êàìïàíà ìû êëàññèôèöèðîâàëè àëãåáðàè÷åñêè êîèçîòðîïîíûå ãëàäêèå ãè-

ïåðïîâåðõíîñòè íåñêîëüêî ëåò íàçàä. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ëèáî ïî-

êðûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè êðèâûìè, ëèáî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî íåðàçâåòâëåííîãî

íàêðûòèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ C ⊂ S äîìíîæåíèåì íà äðóãîå ãîëîìîðô-

íî ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Y , ñì. ðàáîòó E. Amerik, F. Campana, Characteristic

foliation on non-uniruled smooth divisors on hyperk�ahler manifolds, Journal of the London

Mathematical Society 95 (1), 115-127 (2017).

Â íîâîé ðàáîòå Àìåðèê è Êàìïàíà ñòàâèì âîïðîñ, âåðåí ëè àíàëîã ýòîãî óòâåð-

æäåíèÿ è äëÿ âûñøèõ êîðàçìåðíîñòåé. Òðèâèàëüíûé ñëó÷àé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè

íóæíî çàìåíèòü íà ñëó÷àé ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ L ⊂ N, ãäå ãîëîìîðôíî ñèì-

ïëåêòè÷åñêîå (íàïîìíèì, ÷òî ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå - ýòî èçîòðîïíîå ïîäìíî-

ãîîáðàçèå ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, èçîòðîïíîå è êîèçîòðîïíîå

îäíîâðåìåííî).

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ çâó÷èò òàê: ïóñòü X ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîå è Z

ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, àëãåáðàè÷åñêè êîèçîòðîïíîå. Âåðíî ëè, ÷òî ëèáî Z óíèëè-

íåé÷àòî, ëèáî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî íåðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ ïàðà Z,X åñòü

ïðîèçâåäåíèå Y è L,N, ãäå Y,N - ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêèå, L ⊂ N ëàãðàíæåâî?

Àìåðèê è Êàìïàíà îòâå÷àåì íà ýòîò âîïðîñ óòâåðäèòåëüíî â ñëó÷àå, êîãäà îáú-

åìëþùåå ìíîãîîáðàçèå òîð. Â îáùåì ñëó÷àå ó íàñ åñòü òàêîé ÷àñòè÷íûé ðåçóëüòàò,

àíàëîã ðåçóëüòàòà Õâàíãà è Ôèâåãà: åñëè Z îáùåãî òèïà, òî Z ëàãðàíæåâî.

Ýòè ðåçóëüòàòû ïîÿâèëèñü íà arxiv.org â âèäå ñòàòüè E. Amerik, F.

Campana, On algebraically coisotropic submanifolds of holomorphic symplectic manifolds,

arXiv:2205.07958. Îíè òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: Simons

workshop "Higher-dimensional complex geometry Simons Foundation, New York, 24-28 îê-

òÿáðÿ; Êîíôåðåíöèÿ â ÷åñòü 60-ëåòèÿ Ä. Ìàðêóøåâè÷à, Levico (Èòàëèÿ), 13-17 èþíÿ;

Complex Geometry in Byurakan, Áþðàêàí (Àðìåíèÿ), 6-10 èþíÿ; è íà ñåìèíàðå îòäå-

ëà àëãåáðû è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÌÈ ÐÀÍ (ñåìèíàðå Øàôàðåâè÷à). Ñòàòüÿ â

áëèæàéøåå âðåìÿ áóäåò ïðåäñòàâëåíà ê ïóáëèêàöèè â âûïóñêå æóðíàëà Epijournal de

G�eom�etrie Alg�ebrique (EPIGA) , ïîñâÿùåííîì 60-ëåòèþ Êëýð Âóàçåí.

Êðîìå òîãî, âìåñòå ñ ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè Ì. Âåðáèöêèì, Àìåðèê çàäàëàñü

ñëåäóþùèì âîïðîñîì. Ïóñòü X ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå,

íå îáÿçàòåëüíî êîìïàêòíîå èëè àëãåáðàè÷åñêîå. Ïóñòü Z êîìïàêòíîå ãëàäêîå ïîäìíî-

ãîîáðàçèå, ñòÿãèâàåìîå â òî÷êó (îíî òîãäà àâòîìàòè÷åñêè ëàãðàíæåâî). Âåðíî ëè, ÷òî

Z - ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè? Îòâåò (óòâåðäèòåëüíûé) õîðî-

øî èçâåñòåí â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå áëàãîäàðÿ ðàáîòàì ×î-Ìèÿîêè-Øåïåðä-Áýððîíà è

Êåáåêóñà, à êîìïàêòíûé êýëåðîâ ñëó÷àé ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðîåêòèâíîãî ïðè ïîìîùè
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äåôîðìàöèé. Â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àå èçâåñòíî (ñì. Ancona, V., and Van Tan, Vo, "On

the blowing down problem in C-analytic geometry Journal fur die reine und angewandte

Mathematik 350 (1984): 178-182), ÷òî íà Z ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðà ñõåìû ñ îáèëüíûì êî-

íîðìàëüíûì ïó÷êîì. Èç ýòîãî, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû Êàìïàíà è Ïàóíà, ìû ïîëó÷à-

åì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Z óíèëèíåé÷àòî, îòêóäà áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâàíèþ ðàöèîíàëüíûõ

êðèâûõ è îáùèì ðåçóëüòàòàì îá èõ äåôîðìàöèÿõ óæå âûâîäèòñÿ, ÷òî Z ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî. Ñîòðóäíèêè ëàáîðàòîðèè íàäåþòñÿ, ÷òî ýòî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü äàëü-

íåéøèå ðåçóëüòàòû î íîðìàëüíîé ôîðìå îêðåñòíîñòè ñòÿãèâàåìîãî ëàãðàíæåâà ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ, è â ëþáîì ñëó÷àå â áëèæàéøåå âðåìÿ íà÷íåì ïèñàòü òåêñò (ïîñêîëüêó

ðåçóëüòàò èíòåðåñåí è ñàì ïî ñåáå).

Êðîìå òîãî, Àìåðèê è Âåðáèöêèé ðàáîòàþò íàä îêîí÷àòåëüíîé âåðñèåé èõ ñîâ-

ìåñòíîé ñòàòüè Parabolic automorphisms of hyperkahler manifolds. Îíà áûëà ïðåäñòàâëå-

íà â æóðíàë JMPA (Journal de Math �matiques Pures et Appliqu�es) è ñêîðåå âñåãî âñêîðå

áóäåò òóäà ïðèíÿòà, íî íåîáû÷íî âíèìàòåëüíûé ðåöåíçåíò âíîñèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî

çàìå÷àíèé è ïðåäëîæåíèé, çà ÷òî ìû åìó âåñüìà ïðèçíàòåëüíû.

4.3 Èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé Ãóàíà

Â ýòîì ãîäó ó ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè Í. Êóðíîñîâà âûøëè äâå ïóáëèêàöèè, îä-

íà â IMRN ñîâìåñòíî ñ Ô. Áîãîìîëîâûì, À.Êóçíåöîâîé è Å. ßñèíñêèì. Âòîðàÿ â ñáîðíè-

êå Springer: Birational geometry, K�ahler-Einstein metrics and degenerations, à òàêæå ïîäãî-

òîâëåí ïðåïðèíò �Verbitsky component and Rozansky-Witten invariants in dimension six�.

Ïåðâûé òåêñò ïîñâÿùåí ÁÃ-ìíîãîîáðàçèÿì, åäèíñòâåííîìó èçâåñòíîìó ïðèìåðó íåê-

ýëåðîâà ñèìïëåêòè÷åñêîãî îäíîñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äàííûé ïðèìåð áûë ïîñòðîåí â

ðàáîòàõ Ãóàíà è Áîãîìîëîâà.

Â òåêñòå ñ Ô. Áîãîìîëîâûì, À.Êóçíåöîâîé è Å. ßñèíñêèì Êóðíîñîâ èçó÷èë ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ è àâòîìîðôèçìû ÁÃ-ìíîãîîáðàçèé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â

äîêàçàòåëüñòâå àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêöèè ÁÃ-ìíîãîîáðàçèé è åãî áàçû íà ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî, îáùèå ñëîè êîòîðîé àáåëåâû, â ÷àñòíîñòè ýòî ëàãðàíæåâî ðàññëîåíèå.

Ïîìèìî ýòîãî óñòàíîâëåíû ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ÁÃ-ìíîãîîáðàçèÿõ - êîòîðûå êëàñ-

ñèôèöèðóþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ïðîåêòèâíîì ïðî-

ñòðàíñòâå íà êîòîðûå îíè ïðîåöèðóþòñÿ è òîãî êàê ìíîãîîáðàçèå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äè-

âèçîðîì ðàçäóòèÿ. Òàêæå óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Bim(Q)Φ æîðäàíîâà.

Òåì íå ìåíåå, æîðäàíîâîñòü ãðóïïû áèìåðîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ îñòàåòñÿ

îòêðûòûì âîïðîñîì, òàêæå êàê è îãðàíè÷åííîñòü ãðóïï Aut(Q),Bim(Q). Äëÿ ãèïåðê-

ýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé îíà áûëà äîêàçàíà ðàíåå â òîì ÷èñëå Êóðíîñîâûì è ßñèíñêèì

â ðàáîòå, âûøåäøåé â 2022 ãîäó.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ÁÃ-ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàþò ñòðóêòóðó ëàãðàíæåâîãî

ðàññëîåíèÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íóþ òîé, ÷òî èìååòñÿ ó ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ñîâìåñòíî ñ Âåðáèöêèì, Àìåðèê ÷àñòè÷íî îáîáùèëà ðåçóëüòàòû Ëåíà è Âóàçåí íà ýòó
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îáëàñòü, â ÷àñòíîñòè, çàïèñàíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàóýðà-Êàðòàíà äëÿ ÿâíûõ ãîëî-

ìîðôíûõ äåôîðìàöèé ëàãðàíæåâûõ ðàññëîåíèé ÁÃ-ìíîãîîáðàçèé.

Òðåòèé ñþæåò, ïî êîòîðîìó ïîäãîòîâëåí ïðåïðèíò, ïîñâÿùeí èçó÷åíèþ êîãîìî-

ëîãèé ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Èçâåñòíî, ÷òî íà êîãîìîëîãèÿõ ãèïåðêýëåðîâûõ

ìíîãîîáðàçèé äåéñòâóåò àëãåáðà Ëè so(b2 + 2), òåì ñàìûì äàâàÿ ðàçëîæåíèå êîãîìî-

ëîãèé â ñóììó ìîäóëåé îòíîñèòåëüíî ýòîé àëãåáðû Ëè. Îäèí èç òàêèõ ìîäóëåé - ýòî

êîìïîíåíòà Âåðáèöêîãî, à èìåííî ÷àñòü, ïîðîæäeííàÿ âòîðûìè êîãîìîëîãèÿìè. Ðàíåå,

â ðàçìåðíîñòè 4 Ãóàí ïîëó÷èë êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ ÷èñåë Áåòòè äëÿ ãèïåðê-

ýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Èñïîëüçóÿ îáîáùåíèÿ åãî ðåçóëüòàòîâ óäàëîñü ïîëó÷èòü, ÷òî

êîìïîíåíòà Âåðáèöêîãî ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùåé â ðàçìåðíîñòè øåñòü.

4.4 Ñàìîïîäîáíûå ãåññèàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ

Ðàáîòà ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè Ï. Îñèïîâà [O1] îïóáëèêîâàíà â Journal of

Geometry and Physics.

Ñàìîïîäîáíûé ðèìàíîâû ìíîãîîáèðàçèåì íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå

(C,g), îñíàùåííîå ïîëåì ξ , òàêèì ÷òî Lξ g = 2g. Ñàìîïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå (M,g,ξ )

íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè ξ ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè. Ïëîñêîå àôôèííîå

ìíîãîîáðàçèå � ýòî ìíîãîîáðàçèå îñíàùeííîå ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ. Ñàìî-

ïîäîáíûì ãåññèàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì (M,∇,g,ξ ) íàçûâàåòñÿ ãåññèàíîâî ìíîãîîáðàçèå

(M,∇,g), îñíàùeííîå âåêòîðíûì ïîëåì ξ , òàêèì ÷òî ïîòîê âäîëü ξ ñîõðàíÿåò àôôèí-

íóþ ñòðóêòóðó è (M,g,ξ ) ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ïîëå ρ íà ïëîñêîì àôôèííîì ìíîãîîáðàçèå (M,∇) íàçûâàåòñÿ ðàäèàíòíûì, åñëè

∇ρ = Id. Â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ ïëîñêàÿ ñèñòåìà êîîðäè-

íàò, â êîòîðîé ðàäèàíòíîå ïîëå èìååò âèä ρ = ∑xi ∂

∂xi . Íàçîâåì ñàìîïîäîáíîå ãåññèàíîâî

ìíîãîîáðàçèå (M,∇,g,ξ ) ðàäèàíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå λ ̸= 0, ÷òî λξ � ðàäèàíò-

íîå âåêòîðíîå ïîëå.

Òåîðåìà 4.1 ([O1]). Ïóñòü (C,∇,ξ ) � ñàìîïîäîáíîå ãåññèàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Ïîëå ξ ïî-

òåíöèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (C,∇,ξ ) ëîêàëüíî èçîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâå-

äåíèþ ðàäèàíòíûõ ãåññèàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Êðîìå òîãî, åñëè ïîëå ξ ïîòåíöèàëüíî

è çàíóëÿåòñÿ â êàêîé-òî òî÷êå, òî (C,∇,g,ξ ) � ðàäèàíòíîå ãåññèàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ

ðàäèàíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì ρ = ξ .

4.5 Ñàìîïîäîáíûå ãåññèàíîâû è êîíôîðìíî êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ

Ñòàòüÿ [Î2] ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè Ï. Îñèïîâà îïóáëèêîâàíà â Annals of Global

Analysis and Geometry.

Îòêðûòûé âûïóêëûé êîíóñ V ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îí íå ñîåð-

æèò íè îäíîé ïîëíîé ïðÿìîé. Òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü ðåãóëÿðíîãî âûïóêëîãî êîíóñà

V +
√
−1Rn ⊂ Cn áèãîëîìîðôíà îãðàíè÷åííî îáðëàñòè â Cn. Âñå êîìïëåñêíûå îáëàñòè,

âîçíèêàþùèå òàêèì îáðàçîì, íàçûâàåòþòñÿ îáëàñòÿìè Çèãåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ìû áóäåì
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ðàññìàòðèâàòü àôôèííûå àâòîìîðôèçìû êîíóñîâ è êîìïëåêñíûå àôôèííûå àâòîìîð-

ôèçìû ñîîòâåòñòâþùèõ òðóá÷àòûõ îáëàñòåé. Â ýòèõ ñîãëàøåíèÿõ îáëàñòü V +
√
−1Rn

îäíîðîäíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíóñ V îäíîðîäåí. Îäíîðîäíûå âûïóêëûé êîíóñ

äîïóñêàåò èíâàðèàíòíóþ ãåññèàíîâó ñòðóêòóðó, ïî íåé ìîæíî ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíóþ

êýëåðîâó ñòðóêòóðó íà ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè Çèãåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Îñèïîâ ìîäèôèöèðóåò êîíñòðóêöèþ èíâàðèàíòíîé êýëåðîâîé ñòðóêòóðû íà îä-

íîðîäíûõ îáëàñòÿõ Çèãåëÿ ïåðâîãî ðîäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðîãî êëàññà îäíîðîäíûõ

êîíôîðìíî êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé è îäíîðîäíûõ êîíôîðìíî ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãî-

îáðàçèé.

Îäíîðîäíûì (ãëîáàëüíî) êîíôîðìíî êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ îä-

íîðîäíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå (X ,G, I) ñ G-èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé

gc.K. êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíîé íåêîòîðîé êýëåðîâîé ìåòðèêå gK. (ìåòðèêà gK. íå îáÿ-

çàòåëüíî G-èíâàðèàíòíà).

Òåîðåìà 4.2 ([O2]). Ïóñòü (M,∇,g,ξ ) îäíîñâÿçíîå ñàìîïîäîáíîå ãåññèàíîâî ìíîãîîáðà-

çèå, ξ ïîëíî è G � ãðóïïà àôôèííûõ èçîìåòðèé (M,∇,g) ñîõðàíÿþùèõ ξ . Ïîëîæèì,

÷òî G äåéñòâóåò ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî íà ëèíèè óðîâíÿ {g(ξ ,ξ ) = 1}. Òîãäà T M äî-

ïóñêàåò îäíîðîäíóþ êîíôîðìíî êýëåðîâó ñòðóêòóðó.

Â ÷àñòíîñòè, Îñèïîâ ïîñòðîèë èíâàðèàíòíóþ êîíôîðìíî êýëåðîâó ìåòðèêó íà

ëþáîé îáëàñòè Çèãåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Òåîðåìà 4.3 ([O2]). Ïóñòü (M,∇,g,ξ ) îäíîñâÿçíîå ñàìîïîäîáíîå ñïåöèàëüíîå êýåëåðîâî

ìíîãîîáðàçèå, ξ ïîëíî è G � ãðóïïà àôôèííûõ èçîìåòðèé (M,∇,g) ñîõðàíÿþùèõ ξ .

Ïîëîæèì, ÷òî G äåéñòâóåò ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî íà ëèíèè óðîâíÿ {g(ξ ,ξ ) = 1}. Òîãäà
T ∗M äîïóñêàåò îäíîðîäíóþ êîíôîðìíî ãèïåðêýåëåðîâó ñòðóêòóðó.

4.6 Ñòàòèñòè÷åñêèå àëãåáðû Ëè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ëîêàëüíî êîí-

ôîðìíî êýëåðîâû àëãåáðû Ëè

Ðàáîòà ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè Ï. Îñèïîâà [O3] îïóáëèêîâàíà â Bulletin

math�ematique de la Soci�et�e des Sciences Math�ematiques de Roumanie.

Ñòàòèñòè÷åñêîé àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ àëãåáðà Ëè g, îñíàùåííàÿ ïëîñêîé ñâÿç-

íîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ ∇ è áèëèíåéíîé ôîðìîé g òàêèìè, ÷òî òåíçîð ∇g ñèììåòðè÷åí ïî

òðeì àðãóìåíòàì. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé àëãåáðîé Ëè

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû C, åñëè òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ∇ ðàâåí

θ(X ,Y )(Z) = c(g(Y,Z)Z −g(X ,Z)Y )

äëÿ ëþáûõ X ,Y,Z ∈ g.

Ëîêàëüíî êîìôîðìíî ñèìëåêòè÷åñêîé àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ àëãåáðà Ëè g,

îñíàùåííàÿ 2-ôîðìîé ω è 1-ôîðìîé θ òàêèìè ÷òî dω = θ ∧ω . Ëîêàëüíî êîìôîðì-

íî êýëåðîâîé àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ Ëîêàëüíî êîìôîðìíî ñèìëåêòè÷åñêàÿ àëãåáðîé
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Ëè g,ω,θ âìåñòå ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé I, òàêèå ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà ω(∗, I∗)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Îñèïîâ ñòðîèò ïî ëþáîé n-ìåðíîé ñòàòèñòè÷åñêîé àëãåáðå Ëè 2n+2-ìåðíóþ ëî-

êàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâó àëãåáðû Ëè.

4.7 Ëîêàëüíî êîíôîðìíî ãåññèàíîâû ìíîãîîðàçèÿ

Êðîìå òîãî, ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè Ï. Îñèïîâ îïóáëèêîâàë ïðåïðèíò [O4].

Â íåì îí îïðåäåëÿåò ëîêàëüíî êîíôîðìíî ãåññèàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ïî àíàëîãèè

ñ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. (Ðàäèàíòíûì) ëîêàëüíî êîíôîðì-

íî ãåññèàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùå-

ãî êîòîðîãî îñíàùåíà (ðàäèàíòíîé) ãåññèàíîâîé ñòðóêòóðîé òàêîé, ÷òî ãðóïïà ìîíîäðî-

ìèé äåéñòâóåò ãîìîòåòèÿìè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ãîìîòåòèé ãåññèàíîâîé ñòðóêòóðû

íàçûâàåòñÿ ïîëåì Ëè.

Òåîðåìà 4.4. Ëþáîå êîìïàêòíîå ëîêàëüíî êîíôîðìíî ãåññèàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êèë-

ëèíãîâûì ïîëåì Ëè ÿâëÿåòñÿ ðàäèàíòíûì.

ÑÏÈÑÎÊ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

[O1] P. Osipov, Selfsimilar Hessian manifolds, J. Geom and Phys, 175, (2022).

[O2] P. Osipov, Self-similar Hessian and conformally Kahler manifolds, Ann Glob Anal

Geom (2022).

[O3] P. Osipov, Statistical Lie algebras oa constant curvature and locally conformally K�ahler

Lie algebras, Bull. Math. Roumanie, 65(3) (2022).

[O4] P. Osipov, Locally conformally Hessian and statistical manifolds, arxiv:4481361.

4.8 Êîìïëåêñíûå êðèâûå â ãèïåðêîìïëåêñíûõ íèëüìíîãîîáðàçèÿõ ñ H-

ðàçðåøèìîé àëãåáðîé Ëè

Ïóñòü G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà Ëè, Γ � ðåøåòêà. Êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå N,

äîïóñêàþùåå òðàíèçèòèâíîå äåéñòâèå íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû G, íàçûâàåòñÿ íèëüìíîãî-

îáðàçèåì. À. Ìàëüöåâ ïîêàçàë, ÷òî âñÿêîå íèëüìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî ôàêòîðó

ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Ëè G ïî êîêîìïàêòíîé ðåøåòêå: N = Γ\G.

Ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè Þ. Ãîðãèíÿí áûëè ðàññìîòðåíû íèëüìíîãîîáðàçèÿ,

êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðêîìïëåêíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, òî åñòü äîïóñêàþò òðè

êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû I,J è K, ñâÿçàííûå êâàòåðíèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå

k ∈ Z>0, ÷òî

g0 ⊃ g1 ⊃ ·· · ⊃ gk = 0,
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ãäå g0 = g è gk = [gk−1,g].

Ïóñòü (g, I,J,K) � íèëüïîòåíòíàÿ ãèïåðêîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè. Îïðåäåëèì H-
ðàçðåøèìóþ àëãåáðó Ëè. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

gHi :=H[gHi−1,g
H
i−1],

ãäå gH1 = H[g,g] = [g,g]+ I[g,g]+ J[g,g]+K[g,g] � ìèíèìàëüíàÿ H-èíâàðèàíòíàÿ ïîäàë-

ãåáðà, ñîäåðæàùàÿ [g,g]

Îïðåäåëåíèå 1. Ãèïåðêîìïëåêñíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè íàçûâàåòñÿ H-
ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ Z>0, ÷òî

gH1 ⊃ gH2 ⊃ ·· · ⊃ gHk−1 ⊃ gHk = 0.

Îñíîâíûì ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.5 (G). Ïóñòü (N, I,J,K) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðêîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ H-
ðàçðåøèìîé àëãåáðîé Ëè g, ãäå N = Γ\G è g = Lie(G). Òîãäà â îáùåì ñëîå (N,L) ãî-

ëîìîðôíîé òâèñòîðíîé ïðîåêöèè íåò êîìïëåêñíûõ êðèâûõ, L ∈ CP1.

Êðîìå òîãî, ïóñòü (N, I,J,K) � ãèïåðêîìïëåêñíîå íèëüìíîãîîáðàçèå ñ ïëîñêîé

ñâÿçíîñòüþ Îáàòû. Ñâÿçíîñòü Îáàòû åñòü åäèíñòâåííàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ, ñîõðà-

íÿþùàÿ âñå òðè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû. Îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

∇
Ob
X Y = [X ,Y ]+ I[IX ,Y ]− J[X ,JY ]+K[IX ,JY ].

Áûëà äîêàçàíà òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü (g, I,J,K) ãèïåðêîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè ñ ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ Îáà-

òû. Òîãäà g ÿâëÿåòñÿ H-ðàçðåøèìîé àëãåáðîé Ëè.

Ãèïîòåçà 2. Ãèïåðêîìïëåêñíûå íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè ÿâëÿþòñÿ H-ðàçðåøèìûìè.

ÑÏÈÑÎÊ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

[G] I. Gorginian, Complex curves in hypercomplex nilmanifolds with H-solvable Lie

algebras, arXiv:2207.12561

4.9 Â-ïîëóèíâàðèàíòíûå äåéñòâèÿ àäèèòèâíûõ ãðóïï

Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé èãðàþò àä-

äèòèâíûå ïîäãðóïïû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû åå ïîëóïðî-

ñòàÿ ÷àñòü è óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ïîðîæäàþòñÿ òàêèìè ïîäãðóïïàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì
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Ð.Ñ.Àâäååâûì è È.Â.Àðæàíöåâûì â 2021 ãîäó, áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à îá èññëåäîâà-

íèè è îïèñàíèè àääèòèâíûõ B-íîðìàëèçóåìûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé íà àôôèííûõ ñôå-

ðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå íåïîñòðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ äåéñòâèÿìè àääèòèâíîé

ãðóïïû, íîðìàëèçóåìûåìè áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïîé. Êàê îêàçàëîñü, äëÿ ñôåðè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèé ýòà ïîñòàíîâêà çàäà÷è íàèáîëåå îñìûñëåíà, ïîñêîëüêó G-èíâàðèàíòíûõ

àääèòèâíûõ äåéñòâèé ñëèøêîì ìàëî, à àääèòèâíûõ äåéñòâèé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñè-

òåëüíî äåéñòâèÿ ìàêñèìàëüíîãî òîðà ñëèøêîì ìíîãî, è âðÿä ëè îíè èìåþò ðàçóìíîå

îïèñàíèå. Òàêæå ñ ýòèìè äåéñòâèÿìè, íåñëîæíî ñâÿçàòü êîðíè Äåìàçþðà íåêîòîðî-

ãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îäíàêî âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè àääèòèâíîãî äåéñòâèÿ ñ

äàííûì âåñîì îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Áîëåå òîãî, Àâäååâûì è Àðæàíöåâûì áûëè îïè-

ñàíû ïðèìåðû, â êîòîðûõ, ñóùåñòâàëî íåñêîëüêèõ àääèòèâíûõ äåéñòâèé, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ îäíîìó è òîìó æå êîðíþ Äåìàçþðà, à òàêæå ïðèìåðû äåéñòâèÿ äëÿ êîòîðîãî

êîðåíü Äåìàçþðà àññîöèèðîâàííîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, íå îòâå÷àë íèêàêîìó

àääèòèâíîìó B-íîðìàëèçóåìîìó äåéñòâèþ. Íåñìîòðÿ íà ñïåöèàëüíóþ êîíñòðóêöèþ B-

ïîëóèíâàðèíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé íà îðèñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íèêàêèõ îá-

ùèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àääèòèâíûõ äåéñòâèé ïðåäëîæåíî íå áûëî.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè Â.Ñ.Æãóíà ñ Ð.Ñ.Àâäååâûì, �Î

ñóùåñòâîâàíèè B-êîðíåâûõ ïîäãðóïï íà àôôèííûõ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ�, Äî-

êëàäû Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ.

2022. Ò. 503-1. Ñ. 5-10 áûëè ðàçðàáîòàíû íîâûå îáùèå ìåòîäû îïèñàíèÿ àääèòèâíûõ

äåéñòâèé íà àôôèííûõ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè òåî-

ðåìû î Ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå. Áûëà ïîëó÷åíà òåîðåìà, êëàññèôèöèðóþùàÿ òèïû B-

èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ, òàêæå èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî àääèòèâíûõ äåéñòâèé, à

òàêæå òå, òèïû êîòîðûå ìîãóò íå áûòü èíâàðèàíòíûìè. Áûëà ïîëó÷åíà òåîðåìà, îïè-

ñûâàþùàÿ ïàðàìåòðû, ñîñòîÿùèå èç êîìáèíàòîðíîé è íåïðåðûâíîé ÷àñòè, îäíîçíà÷íî

õàðàêòðåèçóþùèå B-èíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïîë-

íîñòüþ ðåøàþò ïðîáëåìó åäèíñòâåííîñòè äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè

êîìáèíàòîðíûìè è íåïðåðûâíûìè äàííûìè. Òàêæå áûëà ïîëó÷åíà òåîðåìà, îïèñûâàþ-

ùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ðåàëèçóåìîñòè B-ïîëóèíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

äàííîãî âåñà. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë äîêàçàòü ãèïîòåçó, Àâäååâà è Àðæàíöåâà, î òîì,

ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ G-èíâàðèàíòíûé äèâèçîð äâèãàåòñÿ äåéñòâèåì B-íîðìàëèçîâàííîé

àääèòèâíîé ïîäãðóïïû è, â ÷àñòíîñòè, íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû àâòîìîð-

ôèçìîâ.

Ïî ýòèì ðàáîòàì Â.Ñ.Æãóíîì áûëè ñäåëàíû äîêëàäû �Î B-íîðìàëèçóåìûõ àääè-

òèâíûõ ïîäãðóïïàõ â ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ�, Ãåîìåòðèÿ, àëãåáðà è òåîðèÿ ïðåä-

ñòàâëåíèé (2-3 èþëÿ 2022 ã., ÌÔÒÈ, àóä. 5.18 Ôèçòåõ.Öèôðà, ã. Äîëãîïðóäíûé).

À òàêæå äîêëàä �Î B-íîðìàëèçóåìûõ àääèòèâíûõ ïîäãðóïïàõ â ñôåðè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèÿõ� íà êîíôåðåíöèè �Àëãåáðà, àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è òåîðèÿ ÷èñåë�,

êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè àêàäåìèêà Èãîðÿ Ðîñòèñëàâîâè÷à Øàôàðåâè÷à (6 èþíÿ 2022 ã.,

ÌÈÀÍ, àóä. 104 (óë. Ãóáêèíà, 8), ã. Ìîñêâà).
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4.10 Òåîðåìû òèïà Êýëè-Áàõàðàøà â ôîðìå Ãðèôôèòñà-Õàððèñà è èõ

îáîáùåíèÿ

Ñîâìåñòíî ñ Í.Áóòîì (ñòóäåíòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÂØÝ) Æãóíîì

Â.Ñ. áûëè èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îáîáùåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êýëè-

Áàõàðàøà. Îäíî èç îáîáùåíèé ýòîé òåîðåìû ïðèíàäëåæèò Ãðèôôèòñó è Õàððèñó:

îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà íóëåé ðåãóëÿðíîãî ñå÷åíèÿ âåêòîðíîãî

ðàññëîåíèÿ ðàíãà n çà èñêëþ÷åíèåì ðàçâå ÷òî îäíîé îäíîé òî÷êè, òî îíî îáðàùàåò-

ñÿ â íóëü òàêæå â îñòàâøåéñÿ òî÷êå. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü åñòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ

îáîáùåíèÿ ýòîé òåîðåìû íà ñëó÷àé íåðåãóëÿðíîãî ñå÷åíèÿ, îäíî ïðèíàäëåæèò Ìóíó è

Ëè. Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà èõ òåîðåìû îñíîâàíà íà êîíñòðóêöèè îáîáùåííîãî âû÷å-

òà, Äðóãîå îáîáùåíèå ïðèíàäëåæèò Àéíó è Ëàçàðñôåëüäó è îñíîâàíî íà ðåçîëüâåíòå

Øêîäû äëÿ ïó÷êîâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëü-

çóåò àíàëèòè÷åñêóþ òåõíèêó, à âòîðîå ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå. Íàøåé öåëüþ áûëî äàòü

àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó Ìóíà è Ëè. Äëÿ ýòîãî ìû ðàçðàáîòàëè ïîäõîä,

îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðêîãîìîëîãèé. Áûëè

äàíû ôîðìóëû äëÿ âû÷åòîâ â ñîîòâåòñòâóþùåì äâîéíîì êîìïëåêñå, îñíîâàííûå íà èñ-

ïîëüçîâàíèè ðàçáèåíèÿ åäèíèöû. Ìû ïëàíèðóåì ïîëó÷èòü èõ àëãåáðàè÷åñêèå àíàëîãè

â òåðìèíàõ ðåçîëüâåíòû ×åõà èëè àäåëüíîé ðåçîëüâåíòû.

4.11 Ïîëèýäðàëüíûå ìîäåëè äëÿ Ê-òåîðèè òîðè÷åñêèõ è ôëàãîâûõ ìíî-

ãîîáðàçèé

Â ðàáîòå À.Â.Ïóõëèêîâà è À. Ã.Õîâàíñêîãî (1992) áûëî ïðåäëîæåíî îïèñàíèå

êîëüöà êîãîìîëîãèé òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X êàê ôàêòîðà êîëüöà äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî àííóëÿòîðó ìíîãî÷ëåíà îáúåìà

ìíîãîãðàííèêà ìîìåíòîâ ìíîãîîáðàçèÿ X . Ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà îáîáùåíà Ê.Êàâåõîì

(2011), êîòîðûé çàìåòèë, ÷òî êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèè êî ìíîãîãðàí-

íèêó Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Âïîñëåäñòâèè ýòî îïèñàíèå áûëî èñïîëüçîâàíî â ðàáîòå

Â.À.Êèðè÷åíêî, Å.Þ.Ñìèðíîâà è Â.À.Òèìîðèíà (2012), â êîòîðîé áûëà ïðåäëîæåíà

ðåàëèçàöèÿ èñ÷èñëåíèÿ Øóáåðòà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëíûõ ôëàãîâ ïðè ïîìîùè ïåðå-

ñå÷åíèÿ îïðåäåëåííûõ íàáîðîâ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêîâ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà.

Ñîâìåñòíî ñ Ë.À.Ìîíèíûì ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè Å. Ñìèðíîâûì áûëî ïî-

ëó÷åíî îáîáùåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé K-òåîðèè. Áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùå-

íèå êîíñòðóêöèè àëãåáð ñ ãîðåíøòåéíîâîé äâîéñòâåííîñòüþ, çàäàâàåìîé îáðàòíûìè

ñèñòåìàìè Ìàêîëåÿ (ñì. ïðåïðèíò Õîâàíñêîãî è Ìîíèíà (2020)) íà ñëó÷àé îïåðàòî-

ðîâ ñäâèãà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äàëåå ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà èñïîëüçî-

âàíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ K-êîëüöà ìíîãîãðàííèêà; äëÿ ýòîãî áûëà ðàññìîòðåíà àëãåáðà

îïåðàòîðîâ ñäâèãà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ìîäóëþ àííóëÿòîðà ìíîãî÷ëåíà

Ýðõàðòà ìíîãîãðàííèêà. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé öåëî÷èñëåííî ïðîñòûõ
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ìíîãîãðàííèêîâ, îòâå÷àþùèõ ãëàäêèì òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì.

Äàëåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî K-òåîðèÿ òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàåò ñ K-

êîëüöîì åãî ìíîãîãðàííèêà ìîìåíòîâ. Â ïîñëåäíåì êîëüöå áûëè âûïèñàíû ÿâíûå ïðåä-

ñòàâèòåëè êëàññîâ ñòðóêòóðíûõ ïó÷êîâ çàìûêàíèé îðáèò òîðà. Íàêîíåö, áûëî ïîëó÷åíî

îáîáùåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè íà ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ïîëíûõ ôëàãîâ; ãðóïïà Ãðîòåíäè-

êà òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ èçîìîðôíà K-êîëüöó ìíîãîãðàííèêà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà (êî-

òîðûé, îäíàêî, óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ÷òî äîñòàâëÿåò äîïîëíèòåëüíûå òåõíè÷åñêèå

òðóäíîñòè). Íàêîíåö, â K-êîëüöå ìíîãîãðàííèêà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà áûëè ïðåäúÿâëå-

íû ýëåìåíòû, îòâå÷àþùèå êëàññàì ñòðóêòóðíûõ ïó÷êîâ ìíîãîîáðàçèé Øóáåðòà. Ýòî

îïèñàíèå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ â ãðóïïå Ãðîòåíäèêà ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ â

òåðìèíàõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêîâ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, ÷òî äàåò îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ

Êèðè÷åíêî�Ñìèðíîâà�Òèìîðèíà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ãîòîâÿòñÿ ê ïóáëèêàöèè. Êðàòêîå ñîîáùåíèå ñ àíîí-

ñîì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåíî íà êîíôåðåíöèþ �Formal Power Series and Algebraic

Combinatorics� (UC Davis, Êàëèôîðíèÿ, ÑØÀ, èþíü 2023 ã.).
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ ðàáîò, îïèñàííûì â íà-

ñòîÿùåì îò÷åòå, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå êðàòêèå âûâîäû. Âî-ïåðâûõ, âñå çàïëàíèðî-

âàííûå íà ãîä ðàáîòû áûëè Ëàáîðàòîðèåé ïîëíîñòüþ è óñïåøíî ïðîâåäåíû. Âî-âòîðûõ,

ðàáîòû âûïîëíåíû íà ñàìîì âûñîêîì íàó÷íî-òåõíè÷åñêîì óðîâíå, ñðàâíèìûì ñ ëó÷-

øèìè äîñòèæåíèÿìè â äàííîé îáëàñòè è â ÷åì-òî äàæå ïðåâîñõîäÿùåì èõ. Â-òðåòüèõ,

ðàáîòû ìîãóò áûòü è áóäóò óñïåøíî ïðèìåíåíû â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ ïî òåîðåòè÷åñêîé

ìàòåìàòèêå. Â-÷åòâåðòûõ, êàê è ñ ëþáûìè äðóãèìè ðàáîòàìè â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé

ìàòåìàòèêè, íåïîñðåäñòâåííîå âíåäðåíèå èõ â òåêóùóþ òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêóþ äåÿ-

òåëüíîñòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, è â ïëàíû íå âõîäèò.
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